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Abstract

This thesis considers the problem of optimization using the probabilistic model called Markov

Random Fields (MRFs). The MRF model is one of the fundamental probabilistic models in the

field of computer vision. It is used for inference of unknown parameters in a wide range of

problems, such as image restoration, super-resolution, stereo matching, optical flow estimation,

denoising, image segmentation, 3D reconstruction, and object recognition.

We first consider application of the Thouless-Anderson-Palmer (TAP) equation to MRF op-

timization problems in computer vision. The TAP equation, which has its roots in solid state

physics, was proposed to extend the mean field approximation. Although there exist applica-

tions of the TAP equation to several problems in the field of solid state physics and information

theory, there are practically no application in the field of computer vision. The TAP equation

has a form of a Taylor series expansion around zero of the parameter called an inverse temper-

ature. Although this has a certain physical meaning, it is unclear whether this will be a valid

assumption for the problems of computer vision. Furthermore, the original TAP equation is

developed only for binary-label classification problems and not for multi-label classification

problems, which need to be considered in computer vision. In this study, we first investigate

whether the TAP equation is useful for practical problems in computer vision. To be specific,

we apply the TAP equation for binary classification to the problem of interactive segmentation.

We then derive the TAP equation for multi-label classification and apply it to the problem of

stereo matching. The experimental results show that the higher-order TAP equation often out-

performs Loopy Belief Propagation (LBP), which is recognized as one of the best methods for

solving these problems.

We also propose a new method for discretization of continuous MRF models. Existing op-

timization algorithms for continuous MRF models are only applicable to a limited number of
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problems, whereas those for discrete MRF models are versatile. Thus, it is quite common to

convert the continuous variables into discrete ones for the problems that ideally should be solved

in the continuous domain, such as stereo matching and optical flow estimation. In this study,

we propose a novel formulation for this continuous-discrete conversion. The key idea is to es-

timate the marginal densities in the continuous domain by approximating them with mixtures

of rectangular densities. Based on this formulation, we derive an algorithm using a discrete

mean field approximation and one using a belief propagation. These methods can correctly

handle the case where the variable space is discretized in a non-uniform manner. By intention-

ally using such a non-uniform discretization, a higher balance between computational efficiency

and accuracy of marginal density estimates can be achieved. We present a method for actually

doing this, which dynamically discretizes the variable space in the course of the computation.

Experimental results show the effectiveness of our approach.

This thesis is organized as follows. In Chapter 1, we explain the background and motiva-

tion of this study. In Chapter 2, we describe the detail of Markov Random Fields and existing

optimization methods for them such as a Mean Field Approximation and a Belief Propagation.

Chapter 3 describes the detail of the TAP equations and its application to several MRF inference

problems in computer vision. Chapter 4 derives the new algorithms based on mean field approx-

imation and belief propagation that can deal with non-uniformly discretized variable space and

also presents a method that dynamically discretizes the variable space. Chapter 5 concludes this

thesis.
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第1章 はじめに

1.1 背景
本研究ではマルコフ確率場 (Markov Random Field, MRF)と呼ばれる確率モデルの最適

化問題について考える．マルコフ確率場はコンピュータビジョンの分野において特に重要

な位置を占める確率モデルである．1984年にGemanら [14]がマルコフ確率場を画像復元

の問題に対して応用したことをそのきっかけとして，マルコフ確率場はコンピュータビ

ジョンの多くの問題を解くための確率モデルとして積極的に用いられてきた歴史を持つ．

その応用範囲は幅広く，例として画像復元 [14, 48]，超解像 [47, 57]，ステレオマッチング

[53, 56]，オプティカルフロー推定 [65, 62]，ノイズ除去 [36, 2]，画像のセグメンテーショ

ン [11, 49]，物体の 3次元復元 [10]，一般物体認識 [33]などが挙げられる．

マルコフ確率場がこのような多くの問題に対して応用される理由は大別して 3つある．

一つは，コンピュータビジョンの問題が持つ統計的性質の多くが，マルコフ確率場の統計

的性質と合致している点にある．例えば，ノイズが多少含まれている画像からノイズが含

まれない画像を生成する，画像のノイズ除去という推定問題を考える．このようなある入

力を元に，望ましい出力を推定する問題を解くための方法としては次の手法を取ること

が多い．まず，自然画像全体の背後に隠れている統計的性質 (隣接画素同士は同じ色を取

りやすい，隣接エッジ同士の勾配はなめらかに繋がる場合が多い等)を元に，入力画像が

与えられた際の，出力画像の条件付き確率を適当な確率モデルを用いてモデリングする．

次に，その条件付き確率を元に，尤もらしい出力画像を適当な最適化アルゴリズムを用い

て推定する．マルコフ確率場は，この隣り合う画素同士が持つ関連性を記述できる確率モ

デルである．この性質は画像のノイズ除去だけでなく，多くのビジョンの問題が持つ自然

な性質である．例えば，画像を人物と景観のような，前景と背景の 2つのラベルに分割す

る二値ラベルセグメンテーションの問題では，隣接画素同士のラベルは同じラベルである

確率が高い．また，画像にどのような物体が映っているのかを判定する一般物体認識の問

題では，隣接画素同士は同じカテゴリ (車，人間，草木など)に属する可能性が高い．マ
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ルコフ確率場はこのような隣り合う画素同士の関連性を自然に記述できるため，汎用性が

高い．

もちろん，このような統計的性質をマルコフ確率場で記述することなく，推定結果を直

接的に求めるアルゴリズムも複数存在する．前述のノイズ除去の例では，バイラテラル

フィルタ [59]などの適当なフィルタを用いて推定結果を直接求めることもできる．マル

コフ確率場がコンピュータビジョンの分野で頻繁に用いられる第二の理由としては複雑な
相互作用を考慮した推定によって，推定結果を直接的に求めるアルゴリズムと比較して大

幅な推定精度の改善が期待できる点にある．ここで，複雑な相互作用の具体的な効果につ

いて，前述の二値ラベルセグメンテーションの問題を例に説明する．仮にある画素のラベ

ルが前景である確率が非常に高いものとすると，セグメンテーションがもつ統計的性質か

ら，その周囲の画素はおそらく前景のラベルをとる確率が高い．そして，その周囲の画素

が前景である確率が高いのであれば，周囲の画素に隣接する画素が前景のラベルを取る確

率は同様に高い値をとる．マルコフ確率場はこのような確率的な伝搬構造を自然に記述で

きる．すなわち，マルコフ確率場の下では隣接画素同士は互いに影響を受け，その影響は

隣の画素に対して間接的に伝搬していく構造をとる．これは，マルコフ確率場がすべての

画素がすべての画素に対して間接的に影響を与える，複雑な相互作用を考慮した確率モデ

ルであることを表す．結果的に，マルコフ確率場の下で得られた推定結果は，多くの場合

に従来手法を上回る精度を達成できる．

しかしながら，このような複雑な相互作用を考慮したモデルの場合，その推定の厳密解

を求めるための計算コストは相互作用を考慮しないモデルと比較して飛躍的に増大してし

まう．マルコフ確率場が多くのコンピュータビジョンの問題に応用される第三の理由は，

このような複雑なモデルを効率よく推定するための計算アルゴリズムが数多く提案され

ている点にある．

これはマルコフ確率場が持つ歴史の長さに由来する．マルコフ確率場は元々，物性物理

学における多体系のモデルを単純化したイジング模型と呼ばれるモデルがそのルーツであ

り，1930年代に Isingによって提案された．しかし，単純化したとはいえイジング模型の

式の中には相互作用を表す項–これはマルコフ確率場の相互作用項と等価である–が含ま

れているため，このモデルのふるまいを解析に求めることは多くの場合不可能であった．

そのため，Isingは同時にイジング模型のふるまいを高速に計算するための，平均場近似

と呼ばれる近似的な推定手法を提案した．この推定手法は精度を犠牲にして高速なマルコ
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フ確率場の推定が行える手法であり，現在ではマルコフ確率場だけでなく，他の確率モデ

ルに対しても変分ベイズ法 [5, 27]などの別名で応用されている．また，コンピュータビ

ジョンの分野では殆ど知られていないが，物性物理学の分野では TAP方程式と呼ばれる

平均場近似を拡張した方程式についても知られている．TAP方程式についての詳細は §1.2

ならびに §3で述べる．

一方，情報科学の分野からもマルコフ確率場の推定を高速に行うための手法が複数提案
されている．その中で最も有名である手法は，Pearlが 1982年に提案した確率伝搬法 [45]

である．この手法は元々対象のマルコフ確率場の構造が木構造と呼ばれる特殊な構造の場

合における系の推定解を厳密に求めるための手法であったが，現在は木構造でない任意の

マルコフ確率場の構造においても，系の推定解を近似的に求められることが知られている

[63]．

オペレーションズ・リサーチの方面からも，マルコフ確率場の問題を解くための多くの

研究がさかんに行われている．最も有名な成果はマルコフ確率場の推定問題を等価なネッ

トワーク最大流の問題に変換し，最小切断アルゴリズムを用いることで系の大域最適解

を求めるグラフカットの手法である．グラフカットの初出は定かでないが，少なくともオ

ペレーションズ・リサーチの方面では 40年前から用いられており [17]，コンピュータビ

ジョンの分野では 80年代後半に，2値画像のノイズ除去の問題に対してグラフカットの

手法が用いられている [4, 16]．このような，計算量が多い問題を効率的に解くための最適

化手法の多さは，マルコフ確率場が持つ魅力の一つである．

1.2 本研究の目的
以上の理由から，マルコフ確率場はコンピュータビジョンの多くの問題を解くための確

率モデルとして幅広く用いられてきた．そのため，本研究ではコンピュータビジョンの可

能性を広げる目的として，マルコフ確率場に対する最適化手法–特に物性物理の分野で用

いられる平均場近似–について，主に 2つの研究を行った．

一つは TAP方程式と呼ばれる物理方程式の，コンピュータビジョンに対する応用であ

る．TAP方程式は物性物理の分野にその起源を持ち，平均場近似を拡張する目的で提案さ

れた方程式である．物性物理や情報理論の分野ではマルコフ確率場の問題に対する TAP

方程式の応用がいくつかなされているものの，コンピュータビジョンの分野に関してはわ
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れわれの知る限りほとんど存在しない．理論上，TAP方程式の精度は平均場近似を上回

る．しかしながら，TAP方程式の導出は『逆温度』と呼ばれるパラメータが 0付近である

という仮定 (詳細は §3で述べる)を元にするため，この仮定が実際のコンピュータビジョ

ンの領域でどのような影響を及ぼすのかについては定かでなく，実験的に確かめるほかな

い．さらに，元々の物性物理学分野で提案された TAP方程式は，対象のマルコフ確率場

の取りうる状態が 2通りしかない二値ラベル分類問題に対してのみ導出されており，コン
ピュータビジョンの問題 (物性物理学の分野では対応する問題が存在しない)で頻繁に用い

られる，取りうる状態が複数存在する多値ラベル分類問題に対しては導出されていない．

本研究では二値ラベル分類問題についての TAP方程式を特定のコンピュータビジョン

の問題に対して応用し，その精度を確認した．さらに，多値ラベル分類問題に対しての

TAP方程式を新しく導出し，同様にコンピュータビジョンの問題に対して実験を行った．

われわれの実験では，高次のTAP方程式は精度と計算速度の両面で，コンピュータビジョ

ンの領域でマルコフ確率場の問題を解く目的で主に用いられる確率伝搬法の精度を上回

ることが分かった．

もう一つは連続的なマルコフ確率場の離散化問題についての新しい提案である．多くの

コンピュータビジョンの問題では，対象のマルコフ確率場の取りうる値は離散的ではな

く，連続的な変数として扱ったほうが自然である場合が多い．例えば，与えられた左右 2

枚の画像から各画素毎の画像の深度を推定するステレオマッチングの問題では，各画素の

値は深さを表す連続値として扱われる．また，時間的に連続する 2枚の画像から各画素が

どの画素の位置に移動したのかを推定するオプティカルフローの問題では，各画素の値は

2次元の連続的なベクトルとして扱われる．すなわち，これらの問題をマルコフ確率場の

フレームワークを用いて推定する場合，本来の解法としては連続的な値を取るマルコフ確

率場の問題を考え，各画素の連続値を推定することが望ましい．

対象の確率モデルが非常に単純なモデルであれば，その連続的な推定値を求められる場

合もあるが，多くのコンピュータビジョンの問題で扱うより複雑なモデルの場合，連続的

な推定解の導出には事実上無限大の計算コストを要するため不可能である．一方，離散的

なマルコフ確率場の推定解を平均場近似や確率伝搬法の手法を用いて近似的に求めよう

とする場合はそのような問題は起こりえず，現実的な時間内に計算を行える．そのため，

コンピュータビジョンの問題の多くはたとえ対象の問題が連続的な場合であっても，連続

的なマルコフ確率場の問題を離散的なマルコフ確率場の問題へ離散化し，その上で離散的
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なマルコフ確率場の最適化問題を解くことで推定解を求めていた．

本研究ではこの連続的なマルコフ確率場の問題を，離散的なマルコフ確率場の問題に離

散化するための方法を新しく提案した．具体的には，提案手法ではマルコフ確率場それ自

体は連続的な分布としてとり扱い，離散化は行わない．その代わり，提案手法では後述す

る周辺分布それ自体を『離散化』することで最適化を行う (詳細は §4.2で述べる)．この

ような定式化の下で，われわれは新しい平均場近似と確率伝搬法のアルゴリズムを新しく
導出した．これらのアルゴリズムは離散的な平均場近似と確率伝搬法のアルゴリズムと

類似しているため，従来手法と同じ計算コストで推定解を求められるが，補正項と呼ばれ

る項が一部に含まれている点が異なる．この補正項の存在によって，従来では正当に扱う

ことができなかった非一様な変数空間の離散化に対しても，正しい推定解を求められる．

加えて，提案手法では重要でない箇所は疎に離散化し，逆に重要な箇所は密に離散化する

ことで，計算速度を保ちつつ精度の高い周辺分布を求められる．さらに，非一様な離散化

を効率的に行うため，本研究では動的離散化という，疎から密に変数空間を離散化するた

めの手法を新しく提案した．最後に複数の実験を通して，本研究の提案手法が従来手法と

比較して効率的であることを示した．

1.3 本論文の構成
本論文の構成は以下の通りである．§1では，研究の背景と目的について述べた．§2で

は，前述した 2種類の研究に共通する，マルコフ確率場の確率モデルならびにその推定手

法の代表例である平均場近似と確率伝搬法についてその詳細と導出手法について述べる．

§3では一つの研究である，TAP方程式を用いた平均場近似の拡張とその応用について述

べる．具体的には，TAP方程式の概念とその導出手法について述べた後に，TAP方程式

の利点についてその詳細を示す．また，実験を通して，TAP方程式の手法が実用上有効で

あることを示す．§4ではもう一つの研究である，非一様に離散化された変数空間上での

マルコフ確率場の推定手法について述べる．具体的には，連続的なマルコフ確率場を離散

的な問題へ変換するための従来のアプローチについて説明した後に，新しい平均場近似と

確率伝搬法の離散化の方法について述べる．さらに，提案手法である動的離散化の方法に

ついて説明した後に，複数の実験を通して，提案手法が効果的であることを示す．§5は

本論文のまとめである．
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第2章 マルコフ確率場とその最適化手法

本研究はマルコフ確率場と呼ばれる確率モデルに基づく．また，マルコフ確率場を用い

て推定値を求めるための代表的なアルゴリズムとして，平均場近似と確率伝搬法が知られ

ている．本章では，マルコフ確率場の確率モデルについて述べた後に，具体的な推論手法

である平均場近似と確率伝搬法について説明する．

2.1 ボルツマン分布
マルコフ確率場 (Markov Random Field, MRF)[30]は確率モデルの一つであり，場のマル

コフ性と呼ばれる性質をもつ確率変数の集合である．この性質によって，マルコフ確率場

は確率変数をノード，変数間の依存関係をエッジとする無向グラフで表現できる．このよ

うな確率変数間の依存関係をグラフで表現した確率モデルを，一般にグラフィカルモデル

(graphical model)という [28]．グラフィカルモデルは有向グラフで表現される場合と無向

グラフで表現される場合の 2種類があり，前者はベイジアンネットワーク [29]，後者はマ

ルコフ確率場と呼ばれる．以降は無向グラフのグラフィカルモデル (マルコフ確率場)に

ついて説明する．

以下にマルコフ確率場の定義を示す．まず，N 個のサイトから成る無向グラフを G =

(V , E)と定義する．ここで，V は V = {1, 2, · · · , N}で表される頂点集合であり，E は

(i, j) ∈ Eで表されるエッジ集合である．次に，Gによって結び付けられた確率変数のベク

トルをX = (X1, · · · , XN)
⊤と定義する．最後に，Xがある値 x = (x1, · · · , xN)⊤，をとっ

た際の結合確率分布をQ(x)とし，Xが取りうる値の集合をX と定義する．

このとき，マルコフ確率場とは以下の 2つの性質をもつ確率モデルを表す [9]．

1. 任意の x ∈ X について，Q(x) > 0が成り立つ．

2. 任意のサイト iについて，次の関係が成り立つ．

Pr(Xi|XV\i) = Pr(Xi|XNi
) (2.1)
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ここで，V\iは Vからサイト iを除いた集合，Niはサイト iに隣接するサイトの集合を表

す．つまり，場のマルコフ性の下では，サイト i以外の確率変数を定めた際のXiの条件

付き確率は，サイト i近傍の確率変数だけを定めた際の，Xiの条件付き確率に等しい．

このような性質を利用することで，マルコフ確率場の振る舞いは以下の簡単な式で表せ

られる．Hammersley-Clliford定理によると，マルコフ確率場の結合確率分布Q(x)は次式

で表現できる [3, 13]．
Q(x) =

∏
c∈CG

ϕ̃c(xc) (2.2)

ここで，ϕ̃c(xc)は正の値をとる関数，CGをグラフ G上のクリーク集合，xcをクリーク c

上のサイトの値を表すベクトルとする．つまり，マルコフ確率場の下では，結合確率分布

Q(x)はクリーク c上のサイトの値によって定まる関数の積で表現できる．

ここで，マルコフ確率場の一種であるペアワイズマルコフ確率場 (pairwise Markov Ran-

dom Field)と呼ばれる単純な確率モデルを考える1．(2.2)式では，すべてのクリーク cに

対して関数 ϕ̃c を定義する形を取っているが，ペアワイズマルコフ確率場では，クリーク

の大きさが 2の ϕ̃cだけがQ(x)を定めているものと定義する．つまり，ペアワイズマルコ

フ確率場の下では，Q(x)はグラフ上のエッジ (i, j)だけで定められる ϕ̃c によって決定さ

れる，このとき，適当な正の関数 ψij(xi, xj), ϕi(xi)を定めることで，(2.2)式は次の形で

書ける [63]．

Q(x) =
1

Z

N∏
i=1

ϕi(xi)
∏

(i,j)∈E

ψij(xi, xj) (2.3)

ここでZは正規化定数であり，次の関係を満たす．

Z =

∫ N∏
i=1

ϕi(xi)
∏

(i,j)∈E

ψij(xi, xj)dx (2.4)

コンピュータビジョンの領域では，(2.3)式のϕi, ψij をそのまま定義することで確率分布

を決定する場合もあるが，多くは利便性のためにエネルギー分布と呼ばれる関数を定義す

ることで，間接的に確率分布を決定する．まず，次の関係を用いて関数 fi(xi), fij(xi, xj)

1コンピュータビジョンの領域においては，ペアワイズマルコフ確率場それ自体をマルコフ確率場と呼ぶ
場合が多い．一方，ペアワイズでないマルコフ確率場については高次のマルコフ確率場 (higher-order Markov

Random Field)と新しく呼ぶことで区別している．
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を定義する．

fi(xi) ≡ −T lnϕi(xi) (2.5a)

fij(xi, xj) ≡ −T lnψij(xi, xj) (2.5b)

ここで，T は温度 (temperature)と呼ばれる正の定数である．fi, fij をそれぞれデータ項

(data term)，平滑化項 (smoothness term)と呼ぶ．(2.5a)式, (2.5b)式を用いることで，(2.3)

式は次のように再定義できる．

Q(x) =
1

Z
exp

(
− 1

T
E(x)

)
(2.6)

ここで，E(x)はエネルギー分布 (energy distribution)と呼ばれる関数であり，次の形で定

義される．

E(x) =
N∑
i=1

fi(xi) +
∑

(i,j)∈E

fij(xi, xj) (2.7)

このとき，正規化定数Zは次の関係をもつ．

Z =

∫
exp

(
− 1

T
E(x)

)
dx (2.8)

(2.6)式を一般にボルツマン分布 (Boltzmann distribution)，もしくはギブス分布 (Gibbs dis-

tribution)と呼ぶ．また，(2.8)式のZは分配関数 (partition function)と呼ばれることもある．

このように，マルコフ確率場のQ(x)は，適当なエネルギー分布E(x)を定めることでも

定義できる．

エネルギー分布によって確率分布を決定することの利点は，コンピュータビジョンの

各問題に対するマルコフ確率場のモデリングが行いやすいことにある．コンピュータビ

ジョンの多くの問題は，ϕi, ϕij を指数分布として設定する場合が多い．その際に (2.5a)式,

(2.5b)式の定義を用いると，全体のエネルギー分布はL1, L2ノルムの和のような単純な形

へ書き直せる．これは全体のマルコフ確率場の設計が行いやすいことに繋がる．さらに，

エネルギー分布を用いた表記によって，後述するマルコフ確率場のMAP推定問題はエネ

ルギー分布の最小化問題へ帰着される．これによって，最小化問題のための各種アルゴリ

ズムをマルコフ確率場の問題に適用できる利点もある．
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2.2 MAP推定，MPM推定
前述のとおり，コンピュータビジョンの多くの問題は (2.7)式で定義された fi, fijを各

問題毎に設定することで結合確率分布Q(x)を作り，その上で各サイトの状態を推定する．

サイト毎の状態を推定するための手法としては，MAP推定, MPM推定と呼ばれる 2つの

推定手法が知られている．

まず，MAP(Maximum A Posteriori)推定は，結合確率分布Q(x)が最大となる状態xMAP

をサイトの推定値とする手法である．すなわち，

xMAP = argmax
x

Q(x) = argmin
x

E(x)

である．(2.6)式の定義から，Q(x)の最大化はエネルギー分布E(x)の最小化と等価である．

一方，MPM(Maximum Posterior Marginal)推定はまずQ(x)の周辺化によって xiについ

ての周辺分布 (marginal distribution) qi(xi)を求める．qi(xi)はビリーフ (belief)とも呼ばれ

る．次に，その周辺分布を最大化する値 xMPM
i を推定値とする．すなわち

xMPM
i = argmax

xi

qi(xi)

を推定値とする．ここで，

qi(xi) =

∫
dx1 · · ·

∫
dxi−1

∫
dxi+1 · · ·

∫
dxNQ(x) (2.9)

とした．以降はこちらのMPM推定について説明する．

2.2.1 MPM推定の利点

一般に，MPM推定とMAP推定で得られる推定解の精度は大差ないことが知られてい

る．MAP推定に関しては，マルコフ確率場の問題のいくつかはMAP推定専用のアルゴリ

ズム，例えばグラフカット [57, 6]，双対分解 [32, 31]などを用いて効率的に解けることが

知られている．そのような問題に対して，MAP推定のアルゴリズムで解ける問題をMPM

推定のアルゴリズムで行う理由はあまりない．

その一方で，MPM推定にはMAP推定より優れる場合が大別して 3つある．

1. 周辺分布それ自体が必要である場合: 多くのコンピュータビジョンの問題は入力画像

が与えられた際に適切な形の解を返す形をとる．この場合に対する問題設定の一つ
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として，入力画像が与えられた際の解の条件付き確率を考え，その確率がマルコフ

確率場の構造を持つ場合が挙げられる．このような，条件付き確率がマルコフ確率

場の構造を持つ確率モデルを一般に条件付き確率場 (Conditional Random Field, CRF)

という．ここで，CRFモデルの構造を定めるパラメータを学習する場合を考える．

このとき，パラメータの更新の際に条件付き確率場の周辺分布が必要となる [25]が，

MPM推定のアルゴリズムを使うことで，このような問題に対しても正しくCRFモ
デルの学習パラメータを更新できる利点がある．

2. MPM推定を用いたほうが効率的に推定値を求められる場合: 問題によっては，MPM

推定のアルゴリズムを用いたほうがMAP推定よりも高速に問題を解ける場合があ

る．例えば，Krahenbuhlらが提案した一般物体認識の手法 [33]は，すべてのサイト

がすべてのサイトに結合した fully-connected MRFと呼ばれるグラフィカルモデルを

採用している．このようなモデルでMAP推定を行うことは多くの計算時間を要す

るため現実的でないが，MPM推定では後述する平均場近似のアルゴリズムを用い

ることで，このような問題設定でも効率的に推定を行える．

3. MPM推定のアルゴリズムをMAP推定に応用する場合: MPM推定はMAP推定を

含む．具体的には，MAP推定解が一意である場合，T → 0の極限でのMPM推定

解はMAP推定解と等しい．これは，MPM推定のアルゴリズムをMAP推定に関し

ても応用できることを意味する．なお，この利点に関しての詳しい議論は §2.3.3で

行う．

2.3 自由エネルギー最小化による近似

2.3.1 周辺分布を推定するための 2種類の推定手法

Q(x)のMPM推定を行うためには周辺分布 qi(xi)を求める必要があるが，(2.9)式を使っ

て厳密解を直接計算することは困難である．なぜなら，仮にすべての xiが 2つの状態し

か取らない場合でも，(2.9)式に従って周辺分布 qi(xi)を計算するためには 2N 通りの状態

を考慮する必要があるため，計算量が爆発するからである．

一般に，周辺分布を計算するためのアルゴリズムとして 2種類の方法が知られている．

一つはマルコフ連鎖モンテカルロ (Markov Chain Monte Carlo, MCMC) 法によってQ(x)
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に従ったサンプルを大量に生成することで，周辺分布を近似的に求める方法 [41]である．

MCMCは主にメトロポリス・ヘイスティングス (Metropolis-Hastings)法 [38]やギブスサン

プリング (Gibbs sampling)法 [12]に代表される，数多くの手法がこれまでに提案されてい

る [28]が，マルコフ確率場の最適化では主にギブスサンプリング法が用いられる．MCMC

で推定した周辺分布は，サンプル数を十分に多く取ることで本来の周辺分布に漸近的に一

致することが知られているが，十分な数のサンプルを得るためには多くの計算時間を必要
とする．

もう一つは，後述する自由エネルギー最小の変分原理に基づいて，周辺分布の近似解を

高速に計算する方法である．この方法で得られる解は一般に真の周辺分布とは一致しない

近似的なものだが，MCMC法と比較して高速にQの近似周辺分布を求められる．周辺分

布を計算するための近似手法としては主に平均場近似 [24]と確率伝搬法 [63]が知られて

おり，後述する自由エネルギーと呼ばれる汎関数を最小化することで近似的な周辺分布の

推定を行う．以降は後者の手法について説明する．

2.3.2 自由エネルギーの導入

前述のとおり，Qの周辺分布を直接求めることはほとんどの場合不可能である．その

ため，平均場近似と確率伝搬法は，まずQを近似する新しい分布P を導入する．そして，

P には周辺分布を高速に計算できる性質をもつ分布を選ぶ．ここで導入する仮定は平均

場近似と確率伝搬法でそれぞれ異なるため，導出されるアルゴリズムもそれぞれ異なる．

次に，P をQに関して近づけることで近似分布を得る．この操作は後述する自由エネル

ギーF [P ]の最小化に対応する．最後に，P の周辺分布を求め，これをQの近似周辺分布

とする．

以下に具体的な導出を示す．まず，P , Q間の近さは，次のKullback-Leibler(KL)と呼ば

れる情報量 [5]を用いて図る．

D[P∥Q] =
∫
P (x) ln

P (x)

Q(x)
dx (2.10)

KL情報量は P = Qのときに最小値 0をとる非負の関数であるため，KL距離とも呼ばれ

る．ただし，反対称性D[P∥Q] ̸= D[Q|P ]から，KL距離は厳密な意味での距離ではない．

このような，関数を引数にとり，その関数全体の形によって値が定まる関数のことを，一

般に汎関数 (functional)と呼ぶ [5]．
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次に，P , Q間のKL距離を P に関して最小化させることで，Qの近似分布 P ∗を得る．

P ∗(x) = argmin
P

D[P∥Q] (2.11)

このような，汎関数の最大値，最小値，停留値を求める手法全般のことを，一般に変分法

(variational method)と呼ぶ [5]．なお，D[P∥Q]におけるP の最適化は，一般に多くの局所

解をもつ [24]．これは，平均場近似，確率伝搬法の双方とも，限られた条件の元でしかP

の推定解を一意に求められないことを意味する．

(2.6)式を (2.10)式に代入することで次式を得る．

D[P∥Q] = 1

T

∫
P (x)E(x)dx−

(
−
∫
P (x) lnP (x)dx

)
+ lnZ

=
1

T
⟨E⟩P − S[P ] + lnZ (2.12)

ここで，⟨E⟩P はエネルギー分布 E(x)の P に対する期待値，S[P ]は分布 P のエントロ

ピーを表す．⟨E⟩P は分布 P についての平均エネルギー (mean energy)とも呼ばれる．こ

のとき，lnZは分布 P によって変化しないため，(2.11)式は次式の関係と等価である．

P ∗ = argmin
P

F [P ] (2.13)

ここで，F [P ]は自由エネルギー (free energy)と呼ばれる汎関数であり，次式の関係で定

義される2．

F [P ] = β ⟨E⟩P − S[P ] (2.14)

ここで，β = 1/T である．平均場近似，確率伝搬法の双方とも，付与された制約条件の元

で F [P ]を最小化することで，Qの周辺分布を近似的に求めている．

ここで，KL距離が最小となる P は P = Qのときであり，そのときの自由エネルギー

F [Pmin]は次式の関係を満たす．

F [Pmin] = − lnZ (2.15)

この関係は後述する TAP方程式の導出の際に用いる．

2統計物理の分野では F [P ]に T を乗じた F ′[P ] = ⟨E⟩P − TS[P ]を自由エネルギーと定義しているが，
どちらの汎関数を利用して最適化したとしても分布 P の形に違いはない．
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2.3.3 MPM推定解とMAP推定解の一致

前述の通り，MAP推定解が一意である場合において，MPM推定解は T → 0の極限で

MAP推定解に一致する．これは (2.14)式によって説明できる．T → 0の極限では β →∞

となるため，自由エネルギーは第二項であるS[P ]の影響を受けない．つまりF [P ]→ ⟨E⟩P
となる．このような F [P ]を最小にする分布 P ∗は，エネルギー分布が最小となる状態だ

けをとる分布である．つまり，

P ∗(x)→
N∏
i=1

δ(xi − xMAP
i ) (2.16)

となる．ここで δ(x)は Diracのデルタ関数，xMAP
i はMAP推定解 xMAP の第 i成分を表

す．(2.16)式のMPM推定解は明らかにMAP推定解に等しい．以上から，T → 0の極限

でMPM推定とMAP推定は一致する．

2.4 平均場近似
本節では，最も単純な近似手法の一つである平均場近似 (mean field approximation)につ

いて説明する．平均場近似は，元々物性物理学にそのルーツを持つ [8]．物性物理学では，

強磁性体の相転移現象をモデル化する用途としてイジング模型 (Ising model)と呼ばれる

単純な多体系のモデルを使用するが，相互作用項と呼ばれるサイト間の相互作用を記述す

る項–これはマルコフ確率場の領域では平滑化項と等価である–の存在によって，磁性体の

ふるまいを解析的な計算で求めることは非常に困難であった．元々の平均場近似はこの相

互作用項を期待値の平均に置き換えることで計算を単純化し，磁性体のふるまいを近似的

に求める手法である．一方，情報科学の分野では，平均場近似の手法はしばしば自由エネ

ルギー最小の変分原理に基づいた，近似手法の一種とみなされる．このアプローチを用い

る利点としては，物理的な概念 (例;熱力学的極限)を使用せずに，確率論の範囲だけで平

均場近似の手法を説明できることが挙げられる．ゆえに，本節では後者の手法を用いて，

平均場近似の方程式を導出する．

まず，平均場近似では，分布P に対し各サイト iがそれぞれ独立であるという制約条件

の元で，P をQに近づける．つまり，

PMF(x) =
N∏
i=1

pi(xi) (2.17)
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という確率モデルの下で，F [P ]を最小化する．この仮定は一般のマルコフ確率場では正

しくない確率モデルであるものの，高速に近似分布を計算できる利点を持つ．(2.17)式か

ら，PMFのサイト iにおける周辺分布は piと等価であることが分かる．

(2.17)式を F [P ]に代入することで次式を得る．

F [PMF] = β

N∑
i=1

∫
pi(xi)fi(xi)dxi + β

∑
(i,j)∈E

∫∫
pi(xi)pj(xj)fij(xi, xj)dxidxj

+
N∑
i=1

∫
pi(xi) ln pi(xi)dxi (2.18)

(2.18)式の第一項，第二項が F [P ]の第一項である ⟨E⟩P (平均エネルギー)，(2.18)式の第

三項が F [P ]の第二項である S[P ] (分布 P のエントロピー)にそれぞれ対応している．

次に，導出された (2.18)式を用いて，F [PMF]をPMFについて最小化する．ただし，(2.17)

式から piは確率密度関数でなければならないため，
∫
pi(xi) = 1という制約条件の元で

(2.18)式の最小化を行う．まず，Lagrange乗数 γiを付与した次の Lagrange関数 JMFを導

入する [24]．

JMF ≡ F [PMF] +
N∑
i=1

γi

(
1−

∫
pi(xi)dxi

)
(2.19)

JMFの導入により，制約条件下での F [PMF]の最適化問題は，制約条件が存在しない JMF

の最適化問題へと変形できる．次に，汎関数 JMFの停留点をEuler-Lagrange方程式を利用

して求める [5]．ただし，今回の場合汎関数は ∂PMF/∂xを引数に持っていないため，Euler-

Lagrange方程式による停留点は通常の微分のように，JMFを pi(xi) に関して微分するこ

とで求められる．ゆえに，JMFを pi(xi)に関して微分し，
∫
pi(xi) = 1の関係から γiを消

去することで次の固定点方程式を得る．

pi(xi) ∝ exp

[
−β

(
fi(xi) +

∑
j∈Ni

∫
pj(xj)fij(xi, xj)dxj

)]
(2.20)

ここで，Niはサイト iの隣接サイトの集合を表す．以上から，F [P ]の局所解は，(2.20)式

を満たす pi(xi)を求めることで求められる．

2.4.1 反復法による近似周辺分布の推定

(2.20)式より，F [P ]の停留点は，(2.20)式の関係を満たす非線形の固定点方程式として，

PMF = G[PMF]のような形で書ける．平均場近似では，このような固定点方程式の解を求
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めるための手法として一般に反復法を用いる．

具体的な方法を以下に示す．はじめに，周辺分布を適当なP 0
MFによって初期化する．次

に，piをP t+1
MF = G[P t

MF]に従って逐次更新していく．反復法では，このような手続きを T

回繰り返す．平均場近似では，このような手順で得られる P T
MFは発散，振動せずに必ず

自由エネルギー F [P ]の停留点へ収束することが知られている [24]．具体的な平均場近似

のアルゴリズムをAlg.1に示す．ここで，Ziを正規化定数とした．

Algorithm 1連続分布における平均場近似
1: for all i do

2: p0i (xi)← exp [−βfi(xi)] /Zi

3: end for

4: for t = 0 to T − 1 do

5: for all i do

6: pt+1
i (xi)← exp

[
−β
(
fi(xi) +

∑
j∈Ni

∫
ptj(xj)fij(xi, xj)dxj

)]
/Zi

7: end for

8: end for

2.4.2 二値ラベル分類問題における平均場近似の導出

前節ではすべての xiが連続的な値をとるものと仮定していたが，コンピュータビジョ

ンの問題の中には，すべての xiが二つの状態だけを取る問題もある (例えば，対象の画像

の各画素を前景と背景の 2つのラベルに分割するセグメンテーションの問題)．本節では，

対象の問題が二値ラベル分類問題である場合における，平均場近似の固定点方程式を導出

する．

すべての xiが {−1,+1}の値を取るものとすると，二値ラベル分類問題におけるエネル

ギー分布の形は次のように書ける．

E(x) = −
∑
i

hixi −
∑
i,j

Jijxixj (2.21)

ここで，Jij , hi ∈ Rは定数であり，それぞれ平滑化項，データ項のエネルギー分布を定め

るパラメータを表す (例えば，Jijが正であれば，隣接サイト xi, xjは同じ状態を取りやす

くなり，一方 Jijが負であれば，xi, xjは異なる状態を取りやすくなる)．
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二値ラベル分類問題も前節と同様の手順を用いることで，固定点方程式を導出できる．

ここで，サイト xiの期待値をmi ≡ pi(+1)− pi(−1), −1 ≤ mi ≤ 1と定義すると，周辺分

布 piはmiによっても表現できる．すなわち

pi(xi = +1) =
1 +mi

2
(2.22a)

pi(xi = −1) =
1−mi

2
(2.22b)

である．これらの関係を F [P ]に代入し，整理することで次の自由エネルギーを得る．

F [m] =
∑
i

[
1 +mi

2
ln

(
1 +mi

2

)
+

1−mi

2
ln

(
1−mi

2

)]
−
∑
i

himi −
∑
i,j

Jijmimj (2.23)

(2.23)式をmiについて微分し，miについての停留点を求めることで次の固定点方程式を

得る．

mi = tanh

[
β

(
hi +

∑
j∈Ni

Jijmj

)]
(2.24)

なお，実際の周辺分布の推定はAlg.1と同様である．

2.4.3 多値ラベル分類問題における平均場近似の導出

二値ラベル分類問題と同様に，すべての xiが {1, · · · , S}の S個のラベルを取る多値ラ

ベル問題に対しても，平均場近似のアルゴリズムを導出できる．

まず，データ項，平滑化項のエネルギー分布と周辺分布を，次の f s
i , f st

ij , psiを用いて表す．

f s
i ≡ fi(xi = s) (2.25a)

f st
ij ≡ fij(xi = s, xj = t) (2.25b)

psi ≡ pi(xi = s) (2.25c)

これらの関係を F [P ]に代入し，整理することで次の自由エネルギーを得る．

F [p] = β

N∑
i=1

S∑
s=1

psif
s
i + β

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

psip
t
jf

st
ij +

N∑
i=1

S∑
s=1

psi ln p
s
i (2.26)
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§2.4と同様の手順で F [p]を
∑

s p
s
i = 1の制約条件の下で最小化することで，次の固定点

方程式を得る．

psi ∝ exp

[
−β

(
fα
i +

∑
j∈Ni

S∑
t=1

ptjf
st
ij

)]
(2.27)

なお，実際の周辺分布の推定はAlg.1と同様である．

2.5 確率伝搬法
本節では，もう一つの計算手法である確率伝搬法について述べる．確率伝搬法は，情報

科学と物性物理学の両方にそのルーツを持つ．情報科学の分野では，グラフィカルモデル

が木構造である場合の周辺分布を効率的に求める目的で，Pearlが 1982年に提案した確率

伝搬法がそのルーツ [45]であるが，一方で物性物理学の分野では，イジング模型の磁性

体の振る舞いを調べる目的で提案された，Bethe近似と呼ばれる近似手法 [63]がルーツで

ある．近年になって，この両者の手法が等価な手法であり，後述する近似分布 P の自由

エネルギーの停留点を求めるアルゴリズムであることが知られている [63]．ゆえに，今回

は自由エネルギー最小の変分原理に従って，確率伝搬法のアルゴリズムを導出する．

なお，確率伝搬法には 2 種類のアルゴリズムが存在し，それぞれ sum-product, max-

product(もしくは min-sum)アルゴリズムと呼ばれている [23, 26]．sum-productはMPM

推定を求めるためのアルゴリズムであり，自由エネルギー最小の変分原理によって求めら

れる．一方，max-productはMAP推定を求めるためのアルゴリズムであり，sum-product

の T → 0の極限下で導出できる [28]．今回は sum-productアルゴリズムによる確率伝搬法

について説明する．

前述のとおり，確率伝搬法に関しても平均場近似と同様に，近似分布 P がある確率分

布のクラスを取るという仮定の下で自由エネルギーを最小化する．ただし，その近似分布

の形は平均場近似のそれとは異なる．具体的には，確率伝搬法は P を次の確率分布のモ

デルとする．

PBP(x) =

∏
ij pij(xi, xj)∏
i pi(xi)

zi−1
(2.28)

ここで，ziはサイト iにおける隣接サイトの数を表す (すなわち zi = |Ni|)．また，(2.28)
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式の pi(xi), pij(xi, xj)は，それぞれ次の 3つの関係を満たすものとする．∫
pi(xi)dxi = 1 (2.29a)∫∫

pij(xi, xj)dxidxj = 1 (2.29b)∫
pij(xi, xj)dxj = pi(xi) (2.29c)

このような分布PBPの下でF [P ]を最小化する．平均場近似と同様に，(2.14)式に (2.28)

式を代入し，整理することによって次式を得る．

F [PBP] = β
∑
i

∫
pi(xi)fi(xi)dxi + β

∑
(i,j)∈E

∫∫
pij(xi, xj)fij(xi, xj)dxidxj

−
∑
i

(zi − 1)

∫
pi(xi) ln pi(xi)dxi +

∑
(i,j)∈E

∫∫
pij(xi, xj) ln pij(xi, xj)dxidxj (2.30)

(2.30)式の第一項，第二項が F [P ]の第一項である β ⟨E⟩P (平均エネルギー)，第三項，第

四項がF [P ]の第二項である S[P ](分布P のエントロピー)にそれぞれ対応する．(2.30)式

の F [PBP]は一般にベーテ自由エネルギー (Bethe free energy)と呼ばれる．

ここで，(2.30)式を簡略化する目的で，局所エネルギー (local energy)と呼ばれる次の分

布 f̂ij, f̂iを導入する．

f̂ij(xi, xj) = fij(xi, xj) + fi(xi) + fj(xj) (2.31a)

f̂i(xi) = fi(xi) (2.31b)

(2.31a)式, (2.31b)式を用いることで，(2.30)式は次式で書き直せる．

F [PBP] = −
∑
i

(zi − 1)

∫
pi(xi)

(
βf̂i(xi) + ln pi(xi)

)
dxi

+
∑
i,j

∫∫
pij(xi, xj)

(
βf̂ij(xi, xj) + ln pij(xi, xj)

)
dxi (2.32)

次に，導出された (2.32)式を用いて，F [PBP]をPBPについて最小化する．ただし，制約条

件が1種類しかない平均場近似とは異なり，今回の制約条件は (2.29a)式, (2.29b)式, (2.29c)

式と 3種類ある．ゆえに，3種類の Lagrange乗数 γi, γij , λij を付与した次の Lagrange関

18



数 JBPを導入する．

JBP = F [PBP] +
∑
i

γi

(
1−

∫
pi(xi)dxi

)
+
∑

(i,j)∈E

γij

(
1−

∫∫
pij(xi, xj)dxidxj

)

+
∑

(i,j)∈E

∫
λij(xj)

(
pj(xj)−

∫
pij(xi, xj)dxi

)

+
∑

(i,j)∈E

∫
λji(xi)

(
pi(xi)−

∫
pij(xi, xj)dxj

)
(2.33)

JBPの導入によって，制約条件下でのF [PBP]の最適化問題は，制約条件が存在しない JBP

の最適化問題へ変形できる．

次に，Euler-Lagrange方程式を適用し，pij(xi, xj), pi(xi)についての停留点を求める．JBP

を pij(xi, xj), pi(xi)に関してそれぞれ微分することで，次の関係を得る．

ln pij(xi, xj) = −βf̂ij(xi, xj) + λij(xj) + λji(xi) + γij − 1 (2.34a)

(zi − 1)(ln pi(xi) + 1) = −β(zi − 1)f̂i(xi) +
∑
i∈Ni

λji(xi) + γi (2.34b)

ここで，次式で定義されるメッセージ (message)と呼ばれる関数mkjを用いて，Lagrange

乗数 λjiを再定義する．

λij(xj) = ln
∏

k∈Nj\i

mkj(xj) (2.35)

(2.35)式を (2.34a)式, (2.34b)式に代入し，(2.29a)式, (2.29b)式の関係を用いて γij , γi を

消去することで，次式を得る．

pij(xi, xj) ∝ ψij(xi, xj)ϕi(xi)ϕj(xj)
∏

k∈Ni\j

mki(xi)
∏

l∈Nj\i

mlj(xj) (2.36a)

pi(xi) ∝ ϕi(xi)
∏
k∈Ni

mki(xi) (2.36b)

ここで，ϕi(xi), ψij(xi, xj)はそれぞれ §2.1で説明した (2.5a)式, (2.5b)式である．

最後に，(2.36a)式, (2.36b)式より次の関係を得る．

mij(xj) ∝
∫
ϕi(xi)ψij(xi, xj)

∏
k∈Ni\j

mki(xi)dxi (2.37)

確率伝搬法では，はじめにすべてのメッセージmijを適当な関数で初期化する．ほとん

どの場合，初期値は 1(一様分布)である．次に，すべてのメッセージを (2.37)式に従って
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Algorithm 2連続分布における確率伝搬法
1: for all mij do

2: m0
ij(xj)← 1

3: end for

4: for t = 0 to T − 1 do

5: for all mt
ij do

6: mt+1
ij (xj)←

∫
ϕi(xi)ψij(xi, xj)

∏
k∈Ni\j m

t
ki(xi)dxi

7: end for

8: end for

9: for all i do

10: pi(xi)←
(
ϕi(xi)

∏
k∈Ni

mT
ki(xi)

)
/Zi

11: end for

更新する．この手続きを十分な回数 (T 回)繰り返す．最後に，周辺分布を (2.36b)式によっ

て推定する．具体的なアルゴリズムをAlg.2に示す．ここで，Ziを正規化定数とした．

確率伝搬法の重要な性質として，対象のグラフィカルモデルの構造が木構造である (対

象のグラフにループが存在しない)場合，Alg.2によって得られる周辺分布は厳密解に一

致する性質が挙げられる．これは，反復計算によって得られる近似分布 P が，常に元の

分布Qに一致することを表している．

一方，対象のグラフィカルモデルの構造がループを含む場合，Alg.2で求められる近似

分布P は一般にQに等しくない．さらには，グラフィカルモデルの構造によっては (2.37)

式によるメッセージの更新が収束せずに，振動してしまう場合もある．ただし，たとえ

ループを含んでいる場合でも，Alg.2で得られる周辺分布の推定解は，多くの場合にQの

周辺分布と近いことが経験的に知られている．このようなループを含む確率伝搬法の手法

は，一般に Loopy Belief Propagation(LBP)[40]と呼ばれている．

2.5.1 多値ラベル分類問題における確率伝搬法の導出

多値ラベル分類問題に関しての確率伝搬法も，連続分布と同様の手順で導出できる．な

お，平均場近似とは異なり，二値ラベル分類問題では反復方程式を (2.24)式のような簡略

化された形で書くことができない．そのため，今回は多値ラベル分類問題における確率伝
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搬法だけを導出する．二値ラベル分類問題は多値ラベル分類問題の特殊な場合と考えれば

よい．

ψij(xi, xj), ϕi(xi), mij(xj), pi(xi), pij(xi, xj)を，それぞれ次のψst
ij , ϕs

i , m
t
ij , p

s
i , p

st
ij を用い

て表す．

ψst
ij ≡ exp [−βfij(xi = s, xj = t)] (2.38a)

ϕs
i ≡ exp [−βfi(xi = s)] (2.38b)

mt
ij ≡ mij(xj = t) (2.38c)

psi ≡ pi(xi = s) (2.38d)

pstij ≡ pij(xi = s, xj = t) (2.38e)

§2.5と同様の手順で，F [P ]を
∑

s p
s
i = 1,

∑
s,t p

st
ij = 1,

∑
t p

st
ij = psi の制約条件の下で停留

点を求めることで，次のメッセージ伝搬則と，周辺分布の計算式を得る．

mt
ij ∝

L∑
s=1

ϕs
iψ

st
ij

∏
k∈Ni\j

ms
ki (2.39a)

pstij ∝ ψst
ijϕ

s
iϕ

t
j

∏
k∈Ni\j

ms
ki

∏
l∈Ni\i

mt
lj (2.39b)

psi ∝ ϕs
i

∏
k∈Ni

ms
ki (2.39c)

実際のアルゴリズムは，Alg.2のmij(xj), pi(xi)を上のmt
ij , p

s
i に置き換えるだけでよい．
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第3章 TAP方程式を用いた平均場近似の
拡張とその応用

本章では，平均場近似及びそれを拡張した TAP(Thouless-Anderson-Palmer)方程式につ

いて議論する．TAP方程式は物性物理の分野にその起源を持ち，平均場近似と類似する
反復計算を行うことで周辺分布を推定する手法である．本章では，これらの手法がコン

ピュータビジョンの問題–特にMPM推定問題–に対しても有用であるかを検証する．ま

た，CVの問題に対する詳細な実装を示すとともに，多値ラベル分類問題 (物理の分野で

は対応する問題が存在しない)に対し，TAP方程式およびそのアルゴリズムを新たに導出

する．インタラクティブセグメンテーションとステレオマッチングを用いた実験では，高

次の TAP方程式は，精度と計算速度の両面で確率伝搬法を上回ることが分かった．

3.1 概要
本章では平均場近似と TAP方程式のMPM推定について焦点を当てる．TAP方程式は

元々物性物理学の分野にその起源を持ち，Sherrington-Kirkpatrick(SK)モデル [51]と呼ば

れるモデルの厳密解を求める目的で，Thouless, Anderson, Palmerの 3名が 1977年に提案

した方程式である [58] 1．ここで，SKモデルとはスピングラスと呼ばれる，スピンがラ

ンダムな方向を向いているが時間的には変化しない，乱雑な秩序を持った物質を記述する

ための近似モデルである．元の TAP方程式はエネルギー関数内の変数を平均値で置き換

え，粒子数N に対してN →∞の極限をとることで解を導出する手法であったが，後に

Plefkaが自由エネルギーを用いた別の方法によっても，同様の方程式を導けることを示し

た [46]．この手法は一般に Plefka展開と呼ばれる．

Plefka展開を用いたTAPの手法は，平均場近似や確率伝搬法と同様に，自由エネルギー

最小の変分原理に基づく．このとき，TAPの手法での自由エネルギー (TAP自由エネル
1なお，TAP方程式と同様の解法は既に森田らが 1976年に提案していた [39]ものの，物性物理学分野で

は TAP方程式がその初出であると一般的に理解されている．
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ギー)はTaylor展開の形をした式として導出される．そして，一次のTAP自由エネルギー

は平均場近似における自由エネルギーと一致することが知られている．ゆえに，TAP方程

式は平均場近似を理論的に拡張した手法とみなすこともできる．事実，複数の実験によっ

て，二次の TAP方程式が平均場近似を上回る精度の周辺分布を得られていることが報告

されている [21, 20, 61, 34]．しかしながら，コンピュータビジョンの領域では，この TAP

方程式を用いた周辺分布の推定手法は全く知られていない．コンピュータビジョンでは，
MPM推定を行うための手法としては Loopy Belief Propagation(LBP)[40]に代表される確
率伝搬法の手法 [63]が主に使用されていた．

前述のとおり，平均場近似とTAP方程式は双方とも物性物理学にそのルーツを持つ．コ

ンピュータビジョンの分野では，90年代初期に平均場近似の応用がいくつか見られたが

[35, 64]，その後の確率伝搬法の隆盛もあって主流にはならなかった．[60]で確率伝搬法

と平均場近似の性能が比較されているが，これは木構造を持つ (ループのない)MRFに対

してである．しかも，ここで用いている平均場近似は最も単純な 1次の TAP方程式であ

り，高次の TAP方程式に関しては実験されていない．

このあいだ，ニューラルネットワークや情報理論などの各分野で，平均場近似について

重要な発展がいくつかあった．一つは自由エネルギー最小化の観点から，平均場近似を再

解釈する新たな枠組みが出来たことである [44, 22, 1]．この枠組みの詳細は既に §2.4で述

べた．自由エネルギー最小化の観点によると，確率伝搬法および平均場近似は，ともに自

由エネルギーの局所解を探索する方法であると捉えられる (ただし前述のとおり，近似分

布の確率モデルには若干の違いがある)．さらに，平均場近似の精度を改善する方法とし

て従来から知られていた TAP方程式の方法 [58]に，新しい理論的基礎 [44, 46, 1]が与え

られた．これによると TAP自由エネルギーは最小自由エネルギーの Taylor展開に基づき，

平均場近似のより高精度な解を得ることを目指す方法であるとみなせる．この新しいTAP

方程式の観点が前述した Plefka展開である．以下，平均場近似と TAP方程式の手法を総

称して，MF-TAPと呼ぶ．

われわれは，このMF-TAPの方法を，コンピュータビジョンの諸問題に応用することを

考えた．本章では，コンピュータビジョンの問題のためのアルゴリズムの導出を行い，そ

の実装方法を示した上で，いくつかの実用的な問題を用いてMF-TAPの性能を検証する．

MF-TAPの確率伝搬法に対する (可能性を含めた)長所として次の 3つが挙げられる．

• MRFモデルの選択自由度の高さ．確率伝搬法と異なり，扱い得る確率密度関数のモ
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デルはガウシアン分布や離散分布だけに制約されない．

• 計算がより高速に行えること．少なくとも両者ともにナイーブな実装を行った場合，

サイト 1つあたりのエッジの数と同じ倍率で，計算量が小さい．また，GPGPUなど

の並列計算にも適している．

• 推定精度の向上．一般に平均場近似は確率伝搬法より精度が劣るが，MF-TAPの高

次の項まで利用する場合では，確率伝搬法より高い精度を達成しうる．

上の 3項目の中では最初の項目が最も魅力的だが，その検証は別の研究に譲ることとし，

本章では離散ラベル分類問題に限定して，MF-TAPの有効性を調べる．

そのために本章では，多値ラベル分類問題に適用可能なMF-TAPのアルゴリズムを導

出する．TAP方程式は方法論であり，各問題 (MRFのモデル，エネルギー関数，周辺分布

の表現)ごとに，アルゴリズムを導出する必要がある．コンピュータビジョンでの二値ラ

ベル分類問題については既にMF-TAPのアルゴリズムが物性物理学の方面から導出され

ている．しかしながら，多値ラベル分類問題–これはコンピュータビジョンの領域で頻繁

に用いられる，二値ラベル分類問題の一般形である–に対するMF-TAPのアルゴリズムは，

コンピュータビジョンだけでなく異分野でもこれまで導出されていない．

本研究の貢献は以下の 2点に集約される:

• コンピュータビジョンの問題に対するMF-TAPの方法の実装を詳細に示す．特に，

多値ラベル分類問題のためのMF-TAPのアルゴリズムを新しく導出する．

• MF-TAPの方法が，確率伝搬法よりも優れた性能を示す場合のあることを，理論と

実験の両面で示す．

本章の構成は下記の通りである．§3.2では連続的なデータ項，平滑化項から成る一般的

な TAP方程式を導出した後に，具体的な二値ラベル，多値ラベルでの TAP方程式を導出

する．§3.3ではコンピュータビジョンの領域で主に用いられる確率伝搬法に対する，TAP

方程式の利点について説明する．§3.4ではインタラクティブセグメンテーションとステレ

オマッチングの実験を通して，提案手法の有効性を示す．§3.5は本章の結論である．
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3.2 TAP方程式の導出
本節では TAP方程式の理論の概要と，その具体的な導出手法について説明する．なお，

本節のTAP方程式の導出には，Geoirgesら [15]とPlefka[46]双方の導出方法を参考にした．

3.2.1 TAP方程式の基本概念

前述のとおり，平均場近似，確率伝搬法ではまず近似分布 P の確率モデルを適当に設

定する．具体的には，平均場近似はすべてのサイトが独立であるという確率モデル ((2.17)

式)を近似分布として採用しており，確率伝搬法は平均場近似をより拡張した確率モデル

((2.28)式)を近似分布として採用している．そして，両者ともに近似分布P を真の分布Q

に近づけることで，周辺分布を近似的に求める戦略を用いていた．Plefka展開によるTAP

方程式も同様の枠組みで近似分布を求めるが，その求め方は前述の手順とは多少異なる．

具体的には，Plefka展開による TAP方程式は P を動かすことで近似分布を求めるのでは

なく，後述する制約条件の P̂ を動かすことで近似分布を求める．

以下に具体的な導出手順を示す．まず，Plefka展開では P に関する制約条件として，P

の周辺分布 pi(xi)が，ある適当な分布 p̂i(xi)に等しいものとする．つまり，

pi(xi) = p̂i(xi) (3.1)

である．この制約条件の下で自由エネルギーを最適化するために，Lagrange乗数 λi(xi)を

付与した次の Lagrange関数 F [P, P̂ ]を導入する．

F [P, P̂ ] = β ⟨E⟩P − S[P ] +
∑
i

∫
λi(xi) {p̂i(xi)− pi(xi)} dxi

= β ⟨E⟩P −
∑
i

∫
λi(xi)pi(xi)dxi − S[P ] +

∑
i

∫
λi(xi)p̂i(xi)dxi (3.2)

次に，F [P, P̂ ]を P に関して最小化する．ここで，(3.2)式の第二項を P に関する λiの期

待値と見ると，(3.2)式の第二項は第一項の中に含められる．つまり，

F [P, P̂ ] =

⟨
βE(x)−

∑
i

λi(xi)

⟩
P

− S[P ] +
∑
i

∫
λi(xi)p̂i(xi)dxi (3.3)

と書ける．ここで (3.3)式の第一項と第二項に注目する．この二項を新しい自由エネルギー

F ′[P ] ≡ ⟨βE(x)−
∑

i λi(xi)⟩P −S[P ]とみなすと，(2.15)式よりF ′[P ]を最小にするP は
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次の分布Qβ(x)と等価である．

Qβ(x) =
1

Z
exp

(
−βE(x) +

∑
i

λi(xi)

)
(3.4)

ゆえに，(2.15)式の関係から P を最小化する F [P, P̂ ]は次の F [P̂ ]となる．

F [P̂ ] =
∑
i

∫
λi(xi)p̂i(xi)dxi − ln

[∫
exp

(
βE(x) +

∑
i

λi(xi)

)
dx

]
(3.5)

このF [P̂ ]は制約条件である P̂ を引数にとる汎関数である．以上から，TAP方程式では制

約条件である P̂ を動かすことで，最適となる P̂ を求める．

しかしながら，(3.5)式は第二項の多重積分によって，その停留点を解析的に求めるこ

とがほとんどの場合不可能である．しかしながら，この式は β = 0という場合のみ解析

的に計算できる．ゆえに，Plefka展開は (3.5)式を β = 0まわりでの Taylor展開によって，

F [P̂ ]の解析解を近似的に求める．

F [P̂ ] = F 0[P̂ ] + βF 1[P̂ ] +
β2

2
F 2[P̂ ] · · · (3.6)

ここで，F n[P̂ ]を次式のように定義した．

F n[P̂ ] =
∂nF [P̂ ]

∂βn

∣∣∣∣∣
β=0

(3.7)

あとは F n[P̂ ]の式を計算し，Euler-Lagrange方程式を用いて F [P̂ ]の停留点を求めればよ

い．以下は F n[P̂ ]に関する具体的な計算である．

3.2.2 導出のための基本定理

F n[P̂ ]を求めるためにははじめにいくつかの基本定理を導出する必要がある．また，計

算を簡略化する目的でいくつかの新しい表記を導入する．

添字を用いた積分の簡略化

F n[P̂ ]の計算には多くの積分計算を必要とするため，以降の計算では積分計算を簡略化

した以下の表記を採用する．
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まず，任意の関数O(x)に対する p̂i(xi)の積分を次のように表す．

⟨O⟩i ≡
∫
p̂i(xi)O(x)dxi (3.8)

同様に，O(x)に対する p̂i(xi), p̂j(xj)の積分を次のように表す．

⟨O⟩ij ≡
∫∫

p̂i(xi)p̂j(xj)O(x)dxidxj (3.9)

次に，右下に何も表記されていないブラケット記法 ⟨·⟩を，確率分布 p̂(x) =
∏

i p̂(xi)に対

する期待値とする．

⟨O⟩ ≡
∫ (∏

i

p̂i(xi)

)
O(x)dx (3.10)

例えば，⟨fij⟩は分布 p̂(x)に対する関数 fijの積分を表し，⟨fij⟩ijに等しい．

⟨fij⟩ = ⟨fij⟩ij =
∫∫

p̂i(xi)p̂j(xj)fij(xi, xj)dxidxj (3.11)

β → 0の極限における F [P̂ ](0次の TAP自由エネルギー)

最も簡単な例として，β → 0の極限における F [P̂ ]の式を導出する．これは (3.6)式に

おける 0次の TAP自由エネルギーに等しい．β → 0の極値ではE(x)は消失するため，多

重積分は次の簡単な形へ変形できる．

lim
β→0

F [P̂ ] =
∑
i

∫
λi(xi)p̂i(xi)dxi − ln

[∫
exp

(∑
i

λi(xi)

)
dxi

]

=
∑
i

∫
λi(xi)p̂i(xi)dxi −

∑
i

ln

[∫
exp (λi(xi)) dxi

]
(3.12)

Euler-Lagrange方程式より，λi(xi)の停留点は次の関係を持つ．

p̂i(xi) =
exp (λi(xi))∫
exp (λi(xi)) dxi

(3.13)

(3.13)式より，λi(xi)の停留点は λi(xi) = ln p̂i +C (Cは不定値)の関係を持つため一意で

ないが，この不定値は F [P̂ ] の形に影響を受けない．ゆえに λi(xi) = ln p̂i(xi)とすると，

(3.12)式は次式で表せられる．

lim
β→0

F [P̂ ] =
∑
i

∫
p̂i(xi) ln p̂i(xi)dxi = −S[P̂ ] (3.14)

これは，0次の TAP自由エネルギーが分布 P̂ のエントロピーに等しいことを示している．

27



⟨·⟩β , Uβ(x)の導入

はじめに，任意の関数O(x)における，(3.4)式で導入した分布Qβ(x)の期待値を ⟨O⟩β
と表現する．

⟨O⟩β ≡
∫
Qβ(x)O(x)dx (3.15)

ここで，β → 0の極限では λiの停留点は λi(xi) = ln p̂i(xi)となる．ゆえに，β → 0の極

限において ⟨O⟩β は分布 P̂ の期待値に一致する．すなわち

lim
β→0
⟨O⟩β = ⟨O⟩0 = ⟨O⟩ =

∫ (∏
i

p̂i(xi)

)
O(x)dx (3.16)

の関係を持つ．

次に，⟨O⟩βを β に関して微分したときの関係について導出する．

∂ ⟨O⟩β
∂β

=

⟨
∂O
∂β

⟩
β

+

⟨
O(x)

(
−E(x) +

∑
i

∂λi
∂β

)⟩
β

− ⟨O⟩β

⟨
−E(x) +

∑
i

∂λi
∂β

⟩
β

(3.17)

ここで，新しい関数 Uβ(x)を次式で定義する．

Uβ(x) ≡ E − ⟨E⟩β −
∑
i

(
∂λi
∂β
−
⟨
∂λi
∂β

⟩
β

)
(3.18)

(3.18)式によって，(3.17)式は次式で書き直せる．
∂ ⟨O⟩β
∂β

=

⟨
∂O
∂β

⟩
β

− ⟨OUβ⟩β + ⟨O⟩β ⟨Uβ⟩β (3.19)

ここで，明らかに ⟨Uβ⟩β = 0であるため，(3.19)式は次式で表せられる．

∂ ⟨O⟩β
∂β

=

⟨
∂O
∂β

⟩
β

− ⟨OUβ⟩β (3.20)

β → 0の極限下における Uβ(x)

次に，β → 0の極限下における (3.18)式の Uβ(x)の性質について調べる．はじめに，

∂λi/∂βは (3.5)式の関係より次式で表せられる．

∂λi(xi)

∂β
=

∂2F [P̂ ]

∂p̂i(xi)∂β
(3.21)
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ここで，F [P̂ ]が β, p̂i(xi)に対して十分滑らかであると仮定すると，∂λi/∂βの β → 0に

関する極限は次式で表現できる．

∂λi(xi)

∂β

∣∣∣∣
β=0

=
∂ ⟨E⟩
∂p̂i(xi)

= fi(xi) +
∑
j∈Ni

∫
p̂j(xj)fij(xi, xj)dxj

= fi +
∑
j∈Ni

⟨fij⟩j (3.22)

(3.22)式を用いることで，Uβは次の関係を持つ．

lim
β→0

Uβ =
∑
i

fi +
∑
i,j

fij −
∑
i

⟨fi⟩ −
∑
i,j

⟨fij⟩

−
∑
i

(
fi +

∑
j∈Ni

⟨fij⟩j − ⟨fi⟩ −
∑
j∈Ni

⟨⟨fij⟩j⟩i

)

=
∑
i,j

fij −
∑
i,j

⟨fij⟩ −
∑
i,j

⟨fij⟩j −
∑
i,j

⟨fij⟩i + 2
∑
i,j

⟨⟨fij⟩j⟩i

=
∑
i,j

fij −
∑
i,j

⟨fij⟩j −
∑
i,j

⟨fij⟩i +
∑
i,j

⟨fij⟩ (3.23)

ここで，平滑化項の対称性 fij(xi, xj) = fji(xj, xi)より，∑
i

∑
j∈Ni

fij(xi, xj) = 2
∑
i,j

fij(xi, xj)

の関係を用いた．以上より，U0は関数 Uij(xi, xj)を用いた

U0 =
∑
i,j

Uij(xi, xj) =
∑
i,j

(
fij − ⟨fij⟩j − ⟨fij⟩i + ⟨fij⟩

)
(3.24)

の形で表現できる．

3.2.3 1次のTAP自由エネルギーの導出

以上の関係を用いて，1次の TAP自由エネルギーを導出する．まず，(3.5)式を βで微

分することで，次式を得る．

∂F [P̂ ]

∂β
=
∑
i

⟨
∂λi
∂β

⟩
0

+ ⟨E⟩β −
∑
i

⟨
∂λi
∂β

⟩
β

(3.25)
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β → 0の極限では，(3.25)式の第一項と第三項は打ち消し合う．また，(3.14)式の関係か

ら 0次の TAP方程式は−S[P̂ ]である．ゆえに，1次の TAP自由エネルギーは次式で表せ

られる．

F [P̂ ] ≈ −S[P̂ ] + ⟨E⟩P̂ (3.26)

(2.18)式から，これは平均場近似での自由エネルギーの形 ((2.18)式)に等しい．ゆえに，

TAP自由エネルギーは平均場近似での自由エネルギーを理論的に拡張した式とみなすこ

ともできる．

3.2.4 2次のTAP自由エネルギーの導出

2次の TAP方程式に関しても 1次の TAP方程式と同様に導出する．(3.5)式を βに関し

て 2回微分することで，次式を得る．

∂2F [P̂ ]

∂β2
=
∑
i

{⟨
∂2λi
∂β2

⟩
0

−
⟨
∂2λi
∂β2

⟩
β

+

⟨
∂λi
∂β

Uβ

⟩
β

}
− ⟨EUβ⟩β (3.27)

ここで，(3.27)式の第三項について β → 0の極限をとると，次式を得る．⟨
∂λi
∂β

Uβ

⟩
β

→

⟨
(fi +

∑
j∈Ni

⟨fij⟩j)(fij − ⟨fij⟩i − ⟨fij⟩j + ⟨fij⟩ij)

⟩

上の式を具体的に計算する．まず fiの項について，

⟨fi(fij − ⟨fij⟩i − ⟨fij⟩j + ⟨fij⟩ij)⟩

= ⟨fi ⟨fij⟩j⟩i − ⟨fi⟩i ⟨fij⟩ij − ⟨fi ⟨fij⟩j⟩i + ⟨fi⟩i ⟨fij⟩ij = 0

次に ⟨fij⟩jの項について，

⟨⟨fij⟩j fij⟩ij − ⟨⟨fij⟩j ⟨fij⟩i⟩ij − ⟨⟨fij⟩
2
j⟩ij + ⟨⟨fij⟩j ⟨fij⟩ij⟩ij

= ⟨⟨fij⟩2j⟩i − ⟨fij⟩
2
ij − ⟨⟨fij⟩

2
j⟩i + ⟨fij⟩

2
ij = 0

以上から，(3.27)式の第三項は β → 0の極限において⟨
∂λi
∂β

Uβ

⟩
β

→ 0
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の関係を得る．以上から，β → 0の極限において (3.27)式の第一項と第二項は打ち消し合

い，第三項は 0となることが分かる．ゆえに，∂2F [P̂ ]/∂β2は β → 0の極限下で次の関係

を持つ．
∂2F

∂β2

∣∣∣∣
β=0

= −⟨EU0⟩ = −⟨U2
0 ⟩ (3.28)

上式の ⟨EU0⟩ = ⟨U2
0 ⟩の関係については，(3.27)式の第三項の計算と同様の手順で導出で

きる．以上から，⟨U2
0 ⟩は (3.24)式の関係より

⟨U2⟩ =
∑
i,j

∑
k,l

⟨UijUkl⟩ (3.29)

の形で書ける．ここで，(i, j), (k, l)の総和を次の 3つの場合に分ける．

i, j, k, lがすべて異なる場合
定義より Uij , Uklはそれぞれ独立となる．また，⟨Uij⟩ = 0の関係が得られるため，

⟨UijUkl⟩ = ⟨Uij⟩ ⟨Ukl⟩ = 0 (3.30)

(i, j) = (k, l)の場合
計算によって，

⟨
U2
ij

⟩
は最終的に次の関係を満たす．

⟨UijUij⟩ =
⟨(

fij − ⟨fij⟩j − ⟨fij⟩i + ⟨fij⟩
)2⟩

= ⟨f 2
ij⟩+ ⟨⟨fij⟩

2
i ⟩j + ⟨⟨fij⟩

2
j⟩i + ⟨fij⟩

2

− 2 ⟨fij ⟨fij⟩j⟩ij − 2 ⟨fij ⟨fij⟩i⟩ij

= ⟨f 2
ij⟩ − ⟨⟨fij⟩

2
i ⟩j − ⟨⟨fij⟩

2
j⟩i + ⟨fij⟩

2 (3.31)

i = k, j ̸= lの場合
計算によって，⟨UijUil⟩の各項はすべて打ち消し合い，0となる．

⟨UijUil⟩ =
⟨(
fij − ⟨fij⟩j − ⟨fij⟩i + ⟨fij⟩

)(
fil − ⟨fil⟩l − ⟨fil⟩i + ⟨fil⟩

)⟩
= ⟨fijfil⟩ − ⟨fij ⟨fil⟩l⟩ − ⟨⟨fij⟩j fil⟩+ ⟨⟨fij⟩j ⟨fil⟩l⟩

= ⟨fijfil⟩ − ⟨fijfil⟩ − ⟨fijfil⟩+ ⟨fijfil⟩ = 0 (3.32)
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(3.30)式, (3.31)式, (3.32)式の結果より，⟨U2
0 ⟩は最終的に次式の形を取る．⟨

U2
0

⟩
=
∑
i,j

⟨
U2
ij

⟩
=
∑
i,j

(
⟨f 2

ij⟩ − ⟨⟨fij⟩
2
i ⟩j − ⟨⟨fij⟩

2
j⟩i + ⟨fij⟩

2
)

(3.33)

ゆえに，(3.28)式, (3.33)式の関係から，2次の TAP方程式は次式の形で求められる．

F [P̂ ] ≈ −S[P̂ ] + ⟨E⟩P̂ −
β2

2
⟨U2

0 ⟩P̂

= −S[P̂ ] + ⟨E⟩P̂ −
β2

2

∑
i,j

⟨U2
ij⟩P̂ (3.34)

3.2.5 3次のTAP自由エネルギーの導出

3次の TAP方程式に関しても 2次と同様に導出する．まず，(3.5)式を βに関して 3回

微分することで，次式を得る．

∂3F [P̂ ]

∂β3
=
∑
i

{⟨
∂3λi
∂β3

⟩
0

−
⟨
∂3λi
∂β3

⟩
β

+ 2

⟨
∂2λi
∂β2

Uβ

⟩
β

−
⟨
∂λi
∂β

U2
β

⟩
β

+

⟨
∂λi
∂β

∂Uβ

∂β

⟩
β

}
−
⟨
E
∂Uβ

∂β

⟩
β

+
⟨
EU2

β

⟩
β

(3.35)

§3.2.4と同様の計算を行うことで，β → 0の極限において，(3.35)式の第一項，第二項は

打ち消し合って 0となり，第三項から六項は 0へ収束する．ゆえに，(3.35)式は β → 0の

極限で次の関係を得る．

∂2F

∂β2

∣∣∣∣
β=0

=
⟨
EU2

0

⟩
0
=
⟨
U3
0

⟩
=
∑
i,j

⟨
U3
ij

⟩
+ 6

∑
i,j,k

⟨UijUjkUki⟩ (3.36)

ここで，総和の添字 (i, j, k)は，グラフ内におけるあらゆる隣接サイト i, j, k の三つ組を

表す (ただし i ̸= j ̸= kで，重複は含まない)．以上から，3次の TAP自由エネルギーは次

式となる．

F [P̂ ] ≈ −S[P̂ ] + ⟨E⟩P̂ −
β2

2
⟨U2

0 ⟩P̂ +
β3

6
⟨U3

0 ⟩P̂

= −S[P̂ ] + ⟨E⟩P̂ −
β2

2

∑
i,j

⟨U2
ij⟩P̂

+
β3

6

∑
i,j

⟨U3
ij⟩P̂ + β3

∑
i,j,k

⟨UijUjkUki⟩P̂ (3.37)
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3.2.6 二値ラベル分類問題におけるTAP方程式

以上の関係を用いて，二値ラベル分類における 3次の TAP方程式を導出する．まず，

§2.4.2で定義された関係を (3.37)式の F [P̂ ]に代入し，整理することで次の関係を得る．

F [m] =
∑
i

[
1 +mi

2
ln

(
1 +mi

2

)
+

1−mi

2
ln

(
1−mi

2

)]
− β

∑
i

himi − β
∑
i,j

Jijmimj −
β2

2

∑
i,j

J2
ij(1−m2

i )(1−m2
j)

− 2β3

3

∑
i,j

J3
ijmimj(1−m2

i )(1−m2
j)

− β3
∑
i,j,k

JijJjkJki(1−m2
i )(1−m2

j)(1−m2
k) (3.38)

この TAP自由エネルギーは平均場近似の (2.23)式を拡張した形の式となる．ゆえに，平

均場近似と同様に，F [P̂ ]をmiについて微分することで，以下の固定点方程式を得る．

mi = tanh

[
βhi + β

∑
j∈Ni

Jijmj − β2
∑
j∈Ni

J2
ijmi(1−m2

j)

+
2β3

3

∑
j∈Ni

J3
ij(1− 3m2

i )mj(1−m2
j)

− 2β3
∑

(j,k)∈N 2
i

JijJjkJkimi(1−m2
j)(1−m2

k)

]
(3.39)

ここで，(j, k) ∈ N 2
i はサイト iに隣接する，あらゆるサイトのペアを表す (ただし j ̸= k

で，重複は含まない)．この式を二値ラベル分類問題における TAP方程式 (TAP equation)

と呼ぶ [15]．この式は (2.24)式と類似しているが，βに関しての高次の項が含まれている

点が異なる．この項の影響によって，TAP方程式で推定された周辺分布の精度は平均場近

似のそれを上回るものと期待される．ただし，この固定点方程式は β ≈ 0という条件下で

は正しい周辺分布の値へ収束するものの，一般のコンピュータビジョンの領域で用いられ

る条件下で収束するかは定かでなく，実験的に確かめるほかない．

3.2.7 多値ラベル分類問題におけるTAP方程式

同様に，多値ラベル分類問題における TAP方程式を導出する．ただし，3次の TAP方

程式に関しては計算が非常に複雑になるため，今回は 2次の TAP方程式に関してのみ導
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出する．まず，§2.4.3で定義された関係を (3.34)式の F [P̂ ]に代入し，整理することで次

の関係を得る．

F [p] =
∑
i

∑
s

psi ln p
s
i + β

∑
i

∑
s

psif
s
i + β

∑
i,j

∑
s,t

psip
t
jf

st
ij

− β2

2

∑
i,j

(∑
s,t

psip
t
j(f

st
ij )

2 −
∑
t

ptj
(∑

s

psif
st
ij

)2
−
∑
s

psi
(∑

t

ptjf
st
ij

)2
+
(∑

s,t

psip
t
jf

st
ij

)2) (3.40)

ここで，簡単のため p̂を pの形に置換した．この TAP自由エネルギーは平均場近似の

(2.26)式を拡張した形の式となる．ゆえに，(3.40)式のF [p]を
∑

s p
s
i = 1の制約条件の下

で最小化するために，Lagrange乗数を付与した Lagrange関数を導入し，これを psi に関し

て微分し停留点を求めることで次の固定点方程式を得る．

psi ∝ exp

[
− βf s

i − β
∑
j∈Ni

∑
t

ptjf
st
ij

+
β2

2

∑
j∈Ni

(∑
t

ptj(f
st
ij )

2 −
(∑

t

ptjf
st
ij

)2
+ 2

∑
u,v

pui p
v
jf

uv
ij (g

s
ij − f sv

ij )

)]
(3.41)

ここで，gsijを次のようにおいた．

gsij =
∑
t

ptjf
st
ij (3.42)

この式を多値ラベル分類問題における TAP方程式と呼ぶ．二値と同様にこの式も (2.27)

式と類似しているが，βに関しての高次の項が含まれている点が異なる．この項の影響に

よって，TAP方程式で推定された周辺分布の精度は二値と同様に，平均場近似のそれを上

回るものと期待される．

Pottsモデルに対する TAP方程式

(3.41)式は一般的な多値ラベル分類問題に対しての TAP方程式を表しているが，コン

ピュータビジョンで多く用いられる Pottsモデルを採用すると，計算はずっと単純になる．

ここで Pottsモデルとは，平滑化項 f st
ij を次式で単純化したモデルである．

f st
ij ≡ −Jδst (3.43)
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ここで δstはKroneckerのデルタである．平滑化項を行列で表すと，Pottsモデルでは非対

角成分が零で対角成分のみ−Jの成分を取る正方行列で表現できる．この場合，(3.43)式

を (3.41)式に代入し，計算することで次の固定点方程式を得る．

psi ∝ exp

[
βf s

i + βJ
∑
j∈Ni

psj +
β2

2
J2
∑
j∈Ni

psj

(
(1− psj) + 2

(∑
u

pui p
u
j − psi

))]
(3.44)

このモデルを採用することの利点は，ラベル数を Lとすると 1回毎の反復計算のコスト

がL2ではなくLに比例することにある．すなわち，例え対象の問題が大きなラベル数で

あったとしても，Pottsモデルの下では比較的高速に解の推定値を求められる．

3.2.8 Steffensenの反復法による更新

平均場近似，TAPを問わず上述の導出では，自由エネルギーの停留点は

P̂ = G[P̂ ] (3.45)

の固定点方程式によって与えられる．平均場近似の場合，反復法による更新は必ず自由エ

ネルギーの局所解に収束することが知られているが，TAP方程式に関してはその限りで

ない．事実，われわれの実験では，TAP方程式の次数を高次に設定した場合，周辺分布の

推定解が収束せずに発散してしまう現象がしばしば観測された．これは，TAP方程式が

高次になるに従って，Gがより複雑な形をとるためと考えられる．反復法による更新は，

G[P̂ ]の各成分 p̂t+1
i が |∂G/∂p̂i| < 1の条件を満たさなければ発散してしまう．この性質に

より，TAP方程式の次数の増加に従って，収束条件はより満たされにくくなる．また，反

復法による更新は収束が遅いという欠点もある．この反復は 1次収束しかないので，収束

に至るまでに多くの反復を要する．

そこで以下の実験では，Steffensenの反復法 [19, 7]を用いて周辺分布の更新を行った．

Steffensenの反復法は Aitkenの∆2法 [7]を改良したアルゴリズムであり，|∂G/∂p̂i| < 1

の条件を必要とせず，また 2次収束する．具体的なアルゴリズムは次の通りである．t+1

が 3の倍数でない場合は通常の反復法と同じく，P̂ t+1 = G[P̂ t]を更新式とすることで更新

を行う．一方，t+ 1が 3の倍数である場合は，P̂ の各成分における過去の値 p̂ti, p̂
t−1
i , p̂t−2

i

を用いて

p̂t+1
i = p̂t−2

i − (p̂t−1
i − p̂t−2

i )2

p̂ti − 2p̂t−1
i + p̂t−2

i

(3.46)

と更新する．

35



3.3 平均場近似，TAP方程式と確率伝搬法の比較
本節では，平均場近似ならびに TAP方程式の確率伝搬法に対する長所を議論する．

3.3.1 MRFモデル選択のより高い自由度

MF-TAPでは，確率伝搬法と比べて，選択できるMRFモデル，中でも周辺分布の表現

の自由度が高い．変数が連続値をとる場合，確率伝搬法で扱える分布は事実上ガウス分布

に固定される一方で，MF-TAPではそのような制限がない．確率伝搬法に課されるその制

約は，(2.37)式によるメッセージの更新則に由来する．連続的なメッセージを少数のパラ

メトリックな分布で更新するには，(2.37)式によって更新されたメッセージが，また同一

のパラメータによって表現される必要がある．混合ガウス分布 [52]やパーティクルフィル

タ [18]を用いてこの制約を解消する方法もあるが，計算時間や精度維持の難しさなど他

の課題が生じる．MF-TAPにはその制約はなく，分布の離散表現はもちろん，様々なパラ

メトリックな確率密度関数を扱いうる．ただし，扱う確率密度関数ごとに別のアルゴリズ

ムを導出する必要があり，その導出されたアルゴリズムがきちんと収束するかどうかはま

た別の問題である．

3.3.2 より高速な計算

離散変数の集合であっても，1回の反復に要する計算コストに関して言えば，MF-TAP

の手法は少なくとも確率伝搬法のナイーブな実装より高速である．MF-TAPでは 1つのサ

イトを更新する際に，平均場近似と同様，隣接サイトの状態を参照し，そのサイトの状態

を更新するだけでよい．その計算コストは，確率伝搬法のステップ (b)におけるメッセー

ジ 1つの計算にほぼ相当する．従って，確率伝搬法では，サイト 1つに隣接するサイトの

数の倍数だけ，MF-TAPより遅くなる．さらに確率伝搬法ではメッセージ 1つを計算する

のにすべての隣接サイトにアクセスする必要があるので，MF-TAP に比べて必要なメモ

リアクセス総数が同じ倍数だけ多くなる．GPU等の並列システム上に実装する場合，こ

れらのシステムでは全体の計算速度がメモリアクセス回数に支配される傾向があるため，

両者の計算速度の差はさらに大きくなり得る．
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当然ながら，全体の計算コストは反復 1回の計算速度だけに依存するものではない．同

様に重要なファクターとして，収束に至るまでに要する反復回数が挙げられる．これは基

本的に各々の問題及びデータに依存するため，実験的にしか調べられない．われわれの実

験では，必要な反復回数は平均場近似，TAP方程式，確率伝搬法とでほぼ同じであるとい

う結果を得ている．これは，確率伝搬法と比較してMF-TAPが隣接サイト数の倍数だけ

早いことを表している．

3.3.3 より高い精度

上述の通り，平均場近似，TAP方程式，確率伝搬法のいづれも，各サイトの周辺分布を

特定の反復方程式に従って近似的に計算する．従って各手法の問題は，その近似の精度と

いうことになる．上述したように，平均場近似では各サイトが独立であるという確率モデ

ル ((2.17)式)に基づく．一方，確率伝搬法ではより自由度の高い確率モデル ((2.28)式)に

基づいているため，周辺分布の精度は多くの場合に平均場近似を上回ることが知られて

いる．

一方，TAP方程式も確率伝搬法と同様に平均場近似を理論的に拡張した手法であるが，

その近似手法は確率伝搬法とは異なる方法で導出されているため，確率モデルの自由度だ

けで性能を比較することは困難である．ゆえに，実際の問題を用いて実験的に各手法の精

度を比較することが重要となる．

ニューラルネットワークの分野では，2次のTAP方程式の精度は平均場近似と確率伝搬

法の中間にあることが報告されている [61]．その一方で，画像復元の分野では興味深いこ

とに，2次のTAP方程式が確率伝搬法を僅かながら上回ることが報告されている [55]．こ

の結果は，TAP方程式は問題によって確率伝搬法と同等以上の精度が得られることを表し

ている．さらに，双方の実験とも 2次の TAP方程式だけの比較であり，より高次の TAP

方程式に関しての実験については，われわれの知る限り存在していない．われわれの実験

結果によれば，3次の TAP方程式は，一般に確率伝搬法より高精度であった．

3.4 実験
本節ではMF-TAPの手法を CVの問題に対する性能を評価するため，2種類の実験を

行った．具体的には，適用対象として二値ラベル分類問題であるインタラクティブセグメ
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Table 3.1: 各手法での，100回の反復に要する計算時間
CPU[ms] GPU[ms] CPU/GPU

平均場近似 730.0 16.8 43.5

TAP(2nd) 782.12 17.6 44.4

TAP(3rd) 1344.45 26.3 51.1

LBP 4253.01 163.61 26.0

ンテーションと，多値ラベル分類問題であるステレオマッチングを選んだ．比較のため，

LBPも実行したが，元の sum-productルール [63]をそのまま実装したものを用いた．

実験では，CPUおよびGPU上での実行時間を計測し，各手法間で比較した．CPUでは

Intel Core i7 2.67GHzを，GPUには nVidia GeForce GTX480を使用した．CPU上でのコ

ンパイルにはMSVC2010を使用し，最大限の最適化を行う設定に加えて，浮動小数点演

算を高速化する/fp:fastオプションを指定した上で，OpenMPを用いて 4コア 8スレッ

ドの並列計算を行うようにした．

3.4.1 二値ラベル分類問題 (インタラクティブセグメンテーション)

各画素につき 8つの隣接画素間にエッジがあるMRFモデルを対象に，次の手順でイン

タラクティブセグメンテーションの実験を行った．まず，GrabCut[49]同様，対象となる

画像に対し，前景と背景を人手でマウスを使っておおまかに指定する (指定の一例を Fig.

3.1中に示す)．その後，この指定を元に前景及び背景の色モデルが作られ，エネルギー関

数が生成される．これを用いて，画像の各画素 iが前景であることを示す周辺分布 pi(xi)

を各手法で計算する．エネルギー関数の生成には OpenCV 2.3の calcNWeights()と

constructGCGraph()を利用し，そこで指定するパラメータはデフォルトの γ = 50,

λ = 450を選んだ．また，パラメータ T は経験的に T = 80とした．画像は，[43]および

[37]のデータセットの中から幾つか選んだ．

オリジナルのGrabCutでは，最適化と前景及び背景の色モデルの更新を何度か反復する

ことで，より精度の高い結果を得ている．これと同じように各手法を実行したところ，ど

の方法も (周辺分布をしきい値 p = 0.5で二値化した後の結果が)グラフカットを用いた場

合とほぼ同一となり，差異を評価しにくかったので，今回の実験では最適化を一回だけ行

うこととした．なお，この場合の色モデルは指定した前景・背景から作ったもので，平均

場近似，TAP方程式，LBPともに共通である．また，推定された周辺分布の精度を評価
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入力画像 指定したラベル ギブスサンプリング (0.0%)

平均場近似 (13.0%) 2 次 TAP (12.0%) 3 次 TAP (6.1%) LBP (10.6%)

Fig. 3.1: データセット Birdを用いた，インタラクティブセグメンテーションの結果．括

弧内の数字は収束後の，真の周辺分布からの残差を表す．精度は平均場近似，2次 TAP，

LBP，3次 TAPの順で改善されている．

するため，ギブスサンプリング [28]を用いて周辺分布を別途計算し，これを真の周辺分

布の解とみなした．そこでは 1画素につき 2万サンプルを生成することで，十分な時間を

かけて高精度な解を求めた．

Fig. 3.1に一例として，画像 Bird ([43])に対する結果を示す．画像の大きさは 640× 480

ピクセルである．計算結果を示す濃淡画像は，濃淡値がその画素が前景である確率を表す．

すなわち，白の画像は前景である周辺分布の確率が 1.0であることを表し，黒は 0.0である

ことを表す．また，図の真下にある手法の名称の隣にある括弧内の数字は，ギブスサンプ

リングによる解に対する誤差を表す．平均場近似 (13.0%)，2次TAP(12.0%)，LBP(10.6%)，

3次 TAP(6.1%)の順に精度が良くなっていることが分かる．Fig. 3.2は，同じ画像に対す

る各手法の 1画素あたりの誤差と反復回数の関係を表す．TAP方程式の次数を 1(平均場

近似)，2，3と上げるに従って精度が向上していることは，TAP方程式の狙い通りに自由

エネルギーの精度が向上していることによると考えられる．また LBPは，2次の TAP方

程式よりは良いが，3次の TAP方程式には劣ることが分かる．

Table 3.1に，同じ画像に対して各手法 100回の反復を行ったときの計算時間を示す．ま

ず CPUおよび，GPUを問わず，平均場近似及び TAPの手法は，LBPに比べて 6-10倍程

度高速であることが見て取れる．これは，LBPが 1回の反復につき各画素で 8方向のメッ

セージを計算する必要がある一方，平均場近似及びTAPの手法は代替その 1方向分の計算
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Fig. 3.2: 反復回数毎における，画像 Birdを用いたインタラクティブセグメンテーション

での 1画素辺りの平均誤差．

で済むことによる．また，平均場近似及び TAPの手法は，GPU上で実装した場合，CPU

上に実装した場合と比較して 40-50倍の高速化を達成できている．これは，平均場近似及

及び TAPの手法が LBP以上に並列計算 (特に現代のGPUアーキテクチャ)に適している

ことを示している．

同様の実験を色々な画像を用いて行ったところ，ほぼ同様の結果を得た，Fig. 3.3に，

[37]中のデータセットから適当に選んだ 4枚の画像 Flower, Horse, Starfish, Tiger に対す

る，各手法の結果を示す．また，Fig. 3.5に収束後の 1画素あたりの平均誤差を示す．こ

れらの図より，画像ごとに若干の違いはあるものの，平均場近似，2次 TAP，LBP，3次

TAPの順に精度が向上していることが分かる．

3.4.2 多値ラベル分類問題 (ステレオマッチング)

次に，多値ラベル分類問題の例としてステレオマッチングを行った．各画素につき 8隣

接画素間にエッジのあるMRFを対象に，MiddleburyのMRFエネルギー最小化ライブラ

リ [54]を用いてエネルギー関数の生成を行い，平滑化項のパラメータを |L| = 16, λ = 15,
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Fig. 3.3: インタラクティブセグメンテーションの実験に用いた，その他の 4枚の画像:

(Horse, Flower, Starfish, Tiger)．上段: 入力画像．中段: ラベル画像．下段: ギブスサンプリ

ングで生成した周辺分布の画像．

truncated = 1とした．すなわち，このエネルギー分布は Pottsモデルを選択したものと

等価である．また，温度は経験的に T = 20とした．前節と同様，ギブスサンプリング法

を用いて周辺分布を高精度に推定し (1画素あたり 2万サンプルを生成)，これを真の解と

みなして各手法の誤差を評価した．

Tsukubaデータに対してステレオマッチングを行い，十分収束した後の推定結果を Fig.

3.6に示す．ここでは，pi(xi)の最大値を与える xi(ラベル値)を表示している．各図の下の

括弧内の数値は各手法の精度を示すが，前節の結果同様に，平均場近似，2次のTAP方程

式，LBPの順に誤差が小さく，誤差の大小も同様の傾向がある．また，Fig. 3.7は同じ画

像に対する各手法の 1画素あたりの誤差と反復回数の関係を表す．まだ試してはいないも

のの，多値ラベル分類問題についても 3次の TAP方程式を導出して計算に用いれば，前

節同様にLBPの精度を上回るものと期待される．各手法について，100回の反復に要する

計算時間を測定したところ，平均場近似，2次の TAP方程式，LBPの順にそれぞれ 2.81,

3.94, 14.74秒であった．今考えているマルコフ確率場のモデルでは，各画素あたり 8つの

エッジが存在するので，理論上MF-TAPは LBPよりも 8倍高速なはずであり，実測値と

してはそれに近くなっている．
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Fig. 3.4: 4枚の画像に対する，インタラクティブセグメンテーションの結果 (Horse, Flower,

Starfish, Tiger)．
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Fig. 3.5: 4枚の画像を用いた場合の，1画素辺りの誤差

3.5 本章の結論
本章では，MF-TAPの方法をコンピュータビジョンの問題に適用することを考えた．主

に変数が離散値を取る場合の最適化問題を対象に，アルゴリズムおよび詳細な実装方法を

示した．そこでは，新しく多値ラベル分類問題のための TAP方程式および具体的な数値

アルゴリズムを導出した．また，MF-TAPと LBPの理論的な比較を行い，MF-TAPには，

MRFモデルの選択自由度の高さ，精度の高さおよび計算速度の速さという，3つの長所

があることを述べた．

さらに，導出したMF-TAPのアルゴリズムを，インタラクティブセグメンテーションと

ステレオマッチングに適用し，その性能を評価する実験を行った．われわれの実験によれ

ば，MF-TAPは精度の面でLBPに少なくとも匹敵し，3次のTAP方程式はLBPを上回る．

また計算速度の面では，MF-TAPは LBPより理論上，サイトに接続するエッジの数と同

じ倍数だけ高速であり，実験でもそれは確かめられた．GPU上に実装した場合，その差

はさらに広がった．
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元画像 真のラベルマップ Gibbs サンプリング (0.0%)

平均場近似 (8.15%) 2 次 TAP (7.06%) LBP (6.47%)

Fig. 3.6: ステレオマッチングの結果．括弧内の数値は，収束後における各手法の誤差を

表す．
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Fig. 3.7: 反復回数毎における，画像 Tsukubaを用いたステレオマッチングでの 1画素辺り

の平均誤差．
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第4章 非一様に離散化された変数空間上
でのマルコフ確率場の推定手法

本章で，われわれは連続的なマルコフ確率場の問題を離散的なマルコフ確率場の問題に

離散化するための方法を新しく提案する．連続的なマルコフ確率場がもつ制約により，そ
の問題を解くための最適化アルゴリズムの種類は限られる一方，離散的なマルコフ確率場

ではそのような制約がない．そのため，コンピュータビジョンの領域では例え連続的なマ

ルコフ確率場として解くべき問題 (例: ステレオマッチング)に対しても，連続的なエネル

ギー関数を離散的なエネルギー関数に変換することでマルコフ確率場を離散化し，その上

で離散的なマルコフ確率場の最適化問題を解くことでサイト毎の周辺分布を推定してい

た．一方，提案手法ではエネルギー関数を離散的な関数に変換するのではなく，連続的な

関数として取り扱う．その代わり，提案手法では周辺分布それ自体を離散化することで最

適化を行う．このような定式化の下で，我々は新しい平均場近似と確率伝搬法のアルゴリ

ズムを新しく導出する．これらのアルゴリズムは変数空間が非一様に離散化した場合でも

正しく周辺分布を推定できる．このような非一様な離散化によって，計算速度を保ちつつ

精度の高い周辺分布を求めることが可能となる．さらに非一様な離散化を効率的に行うた

め，われわれは動的離散化という，疎から密に変数空間を離散化するための手法を新しく

提案する．最後に複数の実験を通して，われわれの提案手法が従来手法と比較して効果的

であることを示す．

4.1 概要
本章では，連続的なマルコフ確率場に対するMPM推定について焦点を当てる．§2.4,

§2.5で示した通り，周辺分布を推定するためのアルゴリズムは，変数 xiが連続的である

か離散的であるかによってそれぞれ異なる．変数が連続的である場合，周辺分布の密度関

数は少数のパラメータで構成されるパラメトリックな連続分布として表現される．平均場
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近似では，周辺分布の更新は (2.20)式に従って対象のパラメータを更新する．確率伝搬法

では，メッセージも同様にパラメトリックな連続分布として扱い，同様に (2.37)式に従っ

て対象のパラメータを更新する．しかしながら，このような更新は反復方程式によって計

算された分布がまた同じ分布族に属している必要があるため，扱える問題の範囲は非常に

限られる．確率伝搬法の場合は，ガウシアン分布のような単純な分布しか事実上扱うこと

ができない1．平均場近似の場合，この制約はいくらか緩和されるのもの，良い収束性能
を持つ反復アルゴリズムを導出することは一般に難しい．

一方，変数が離散的である場合には，そのような制約は存在しない．これは，(2.27)式

もしくは (2.39c)式に従って計算された分布が，必ず同じ離散的な分布族となることに起

因する．つまり，離散的なマルコフ確率場は連続的なマルコフ確率場では解くことができ

ないような，非常に幅広い範囲の問題を扱える．そのため，コンピュータビジョンの領域

では離散的な領域で定義された問題 (例: 多値ラベルの画像セグメンテーション)だけでな

く，本来連続的な領域で定義された問題に対しても，離散的なマルコフ確率場の問題に

変換し，推定値を求めることが一般的であった．具体的には，ステレオマッチングやオプ

ティカルフローの問題ではサイトの変数は視差やフローベクトルといった連続的な値とな

るが，このような問題に対しても一般には離散化によってエネルギー関数を離散的な関数

に変換することで，離散的なマルコフ確率場の問題を推定していた [54, 53, 56, 62]．

本研究では，連続的なMRFの問題を離散的な枠組みで解くための新しい手法を提案す

る．従来手法では，連続的な (2.7)式のエネルギー分布を離散化によって離散的なエネル

ギー分布へ変換し，その上で離散的な平均場近似あるいは確率伝搬法の推定アルゴリズム

を用いて，サイト毎の周辺分布を推定していた．一方提案手法では，連続的なエネルギー

分布はそのまま連続的なものとして扱い，離散化は行わない．その代わり，提案手法では

サイト毎の周辺分布それ自体を『離散化』することで最適化を行う．厳密には，近似分布

P を離散化し，その下で元の分布Qへと近づける．この操作によって，連続的な平均場

近似や確率伝搬法のアルゴリズムは最終的に，離散的な平均場近似や確率伝搬法に似たア

ルゴリズムへ変換される．

提案手法では近似分布 P を離散化するために，P を混合矩形分布の積によって表現す

る．この表現の下では，各々の矩形分布の中心は従来手法におけるエネルギー分布の離散

値に相当し，矩形分布の高さは離散的な周辺分布での確率値に相当する．このような定式
1このような，マルコフ確率場の結合分布がガウシアン分布に従う確率分布を，一般にガウシアンマルコ

フ確率場 (Gaussian MRF)と呼ぶ [50, 55]．
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化の元で，新しい平均場近似と確率伝搬法のアルゴリズムを導出する．この定式化による

利点は，(矩形分布同士が変数空間上で重ならない限り)各サイト毎に任意の位置や大きさ

の矩形分布関数を配置できることが挙げられる．従来手法においても非等間隔なエネル

ギー関数の離散化によって周辺分布を推定することもできるが，その手法で得られた周辺

分布の形は明らかに本来の連続的な周辺分布の形とは異なる．提案手法では，そのよう

な非等間隔な離散化であっても，本来の連続的な周辺分布に近い形の周辺分布を求めら
れる．さらに，同じ大きさの混合矩形分布を等間隔のグリッド上に配置した場合，提案手

法で導出された平均場近似と確率伝搬法のアルゴリズムは従来手法のそれらと一致する．

これは後述する補正項の存在によって説明できる．提案手法で求められる離散的な平均場

近似と確率伝搬法の反復方程式は，従来手法には無い補正項が一部に含まれている．この

補正項は矩形分布関数の非一様性を補正するための役割を果たす．矩形分布関数が等間隔

に配置された場合，補正項は互いに打ち消し合うため影響を与えないが，非一様な離散化

を行った場合にはこの項による補正が行われる．従来手法での平均場近似と確率伝搬法は

この補正項が含まれていないために，非一様な離散化の際に連続分布とは本質的に異なる

形の周辺分布を求めてしまう．

提案手法の利点は以下の 2点に集約される:

• 提案手法では変数空間を非一様に離散化できる．これによって，例えば一部の重要

な区間は密に矩形分布を配置し，そうでない区間は疎に配置することで，計算コス

トをかけずに推定精度を向上できる．

• 提案手法では変数空間が非ユークリッド空間でグリッドを一様に区切ることが難し

い場合でも，正しい周辺分布の推定解を求められる (例えば，双方向反射率分布関

数 (BRDF)[42]の推定問題では，変数空間は球面の形状を取る)．

前者の利点は，変数空間の次元が 2次元以上の高次元である場合に対して特に有効であ

る．可能であれば適当な事前知識を利用して矩形分布を非一様に取ることで，周辺分布の

計算を効率的に行うこともできる．

本研究では，これらの提案手法をさらにもう一歩進めた動的な離散化手法についても新

しく提案する．この手法では疎から密 (coarse-to-fine)の戦略を採用している．すなわち，

初めは変数空間を粗く分割することで高速に計算を行い，大まかな周辺分布の形状を得

る．そして混合矩形分布のウェイトが最も高い箇所を分割し，再度計算を行う．この手順
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を一定数繰り返すことで，周辺分布が低い箇所は疎に，高い箇所は密にとった混合矩形分

布を構成できる．

本章の構成は下記の通りである．§4.2では変数空間を非一様に離散化することのでき

る，新しい平均場近似と確率伝搬法のアルゴリズムを導出する．§4.3では疎から密の方法

による，変数空間の動的離散化の手法について説明する．§4.4では複数の実験を通して，

提案手法の有効性を示す．§4.5は本章の結論である．

4.2 非一様な平均場近似，確率伝搬法の導出
本節では非一様に変数空間を離散化することのできる，新しい平均場近似と確率伝搬法

のアルゴリズムを導出する．

4.2.1 新しい平均場近似アルゴリズムの導出

平均場近似は各々のサイトがそれぞれ独立であるという近似分布P の確率モデルの下で

KL距離を本来の分布Qに対して最小化させる手法であることを，われわれは既に §2.4を

通して述べた．そして，KL距離の最小化は自由エネルギー ((2.14)式)の最小化と等価で

あり，P の停留点は (2.20)式の固定点方程式を反復して解くことで求められることも同様

に述べた．なお，本章では温度 T ならびに逆温度 β = 1/T は議論に入らないため，T = 1

と設定する．

ここで，従来手法での離散化の過程について説明する．従来手法では，各々の変数 xiが

とる値を連続的なものではなく，S個の固定された値をとる，離散的な変数と定義する．

すなわち，xi は [x1, . . . , xS]の離散的な値をとるものとする．そのような表式を用いた場

合，周辺分布も同様に S個の値をとる離散変数となる．ここで，psi ≡ pi(xi = xs)と定義

すると，(2.14)式で定義された自由エネルギーは次のように表現できる．

F [p] =
∑
i

∑
s

psifi(x
s) +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

psip
t
jfij(x

s, xt) +
∑
i

∑
s

psi ln p
s
i (4.1)

これは多値ラベル分類問題における，平均場近似の自由エネルギーの表現に等しい．ゆえ

に，
∑

i p
s
i = 1の制約条件の下で (4.1)式の停留点を求めると，(2.27)式より固定点方程式
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は次式の形をとる．

psi ∝ exp

[
−

(
fi(x

s) +
∑
j∈Ni

S∑
t=1

fij(x
s, xt)ptj

)]
(4.2)

これは周辺分布 [p1i , . . . , p
S
i ](i = 1, . . . , N)の更新則に対応する．

前述のとおり，xiが連続変数の場合，pi(xi)はガウシアン分布のようなパラメトリック

分布として表現される．この分布の元では，(2.20)式はパラメータに関する反復方程式と

なる．しかしながら，パラメータに関する反復方程式を導くためには，(2.20)式で導出さ

れる分布が同じ分布族に属していなければならない．

ここで，われわれは連続的なマルコフ確率場を離散化するための，新しい定式化につい

て説明する．その定式化の元では，近似分布 pi(xi)は次の，Si個の混合矩形分布として表

現される．

pi(xi) =

Si∑
s=1

αs
ih

s
i (xi) (4.3)

ここで，hsi は位置と大きさが固定された矩形分布であり，αs
i は混合矩形分布のウェイト

を表す．hsi (xi)の具体的な形を以下に示す．まず，X を変数空間，dを変数空間の次元と

定義する．同様に，d次元の超直方体をX s
i ⊂ X と定義する．ただし，X s

i は任意の s ̸= t

について次の関係を満たすものとする．

X s
i ∩ X t

i = ∅ (4.4)

これは，X s
i が変数空間上で互いに交わらない部分集合であることを表している．このよ

うな場合，hi(xi)は次式の形をとる．

hsi (xi) =

1/Vs
i if x ∈ X s

i

0 otherwise

(4.5)

ここで，Vs
i はX s

i の超体積を表す．つまり，(4.5)式は
∫
hsi (xi)dxi = 1の関係を満たす．こ

れは
∫
pi(xi) = 1の関係から，αs

i が次の関係を満たすことも表している．

Si∑
s=1

αs
i = 1 (4.6)

(4.3)式の定義では，hsi (xi)は (X s
i ∩X t

i = ∅の関係を満たす限り)任意の位置や大きさの矩

形分布をとって良い．例えば変数空間X の重要性に従って，矩形分布 [h1i (xi), . . . , h
Si
i ]を
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非一様に配置することも可能である．また，各サイト毎の矩形分布の形は共通していなく

ても良い (すなわち，hsi (x) ̸= hsj(x)でも良い)．さらには，各サイト毎に混合矩形分布の

数が異なっても良い．これによって，例えば重要なサイトは混合矩形分布の数を増やし，

そうでないサイトは数を減らして計算量を削減するといった処理も可能となる．

次に，提案手法ではウェイト αs
i だけを動かすことで，近似分布P をQに近づける．た

だし，これは (4.3)式を (2.20)式にそのまま代入するだけでは導出できない．なぜなら，
(2.20)式は pi(xi)が混合矩形分布でない，制約のない確率分布と仮定した上で導出された，

ある点 pi(xi)についての自由エネルギーの固定点方程式だからである．ゆえに，αs
i につい

ての固定点方程式を求めるためには議論を自由エネルギーの時点まで遡る必要がある．ま

ず，(4.3)式を (2.14)式に代入することで，自由エネルギーの第一項 (P (x)に関するE(x)

の期待値)は次のように計算される．

⟨E⟩P =
∑
i

∫
pi(xi)fi(xi)dxi +

∑
(i,j)∈E

∫∫
pi(xi)pj(xj)fij(xi, xj)dxidxj

=
∑
i

∑
s

αs
i

∫
fi(xi)h

s
i (xi)dxi

+
∑

(i,j)∈E

∑
s,t

αs
iα

t
j

∫∫
fij(xi, xj)h

s
i (xi)h

t
j(xj)dxidxj

=
∑
i

∑
s

αs
if

s
i +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

αs
iα

t
jf

st
ij (4.7)

ここで，f s
i , f st

ij を次のようにおいた．

f s
i =

∫
fi(xi)h

s
i (xi)dxi (4.8a)

f st
ij =

∫∫
fij(xi, xj)h

s
i (xi)h

t
j(xj)dxidxj (4.8b)

(4.8)式より，f s
i , f st

ij はそれぞれ矩形分布 hsi (xi), h
s
i (xi)h

t
j(xj)における，fi, fij について

の期待値を表す．同様に，(4.3)式を用いて，自由エネルギーの第二項 (P (x)のエントロ
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ピー)は次のように計算される．

S[P ] = −
∑
i

∑
s

αs
i

∫
hsi (xi) ln

(∑
s′

αs′

i h
s′

i (xi)

)
dxi

= −
∑
i

∑
s

αs
i

∫
hsi (xi) ln (α

s
ih

s
i (xi)) dxi

= −
∑
i

∑
s

αs
i lnα

s
i −

∑
i

∑
s

αs
i

∫
hsi (xi) lnh

s
i (xi)dxi

= −
∑
i

∑
s

αs
i lnα

s
i +
∑
i

∑
s

αs
iB

s
i (4.9)

ここで，Bs
i は矩形分布 hsi のエントロピーであり，次式で定義される．

Bs
i ≡ −

∫
hsi (xi) lnh

s
i (xi)dxi = lnVs

i (4.10)

本来，混合分布の Shannonエントロピーを解析的に求めることは困難であるが，今回の場

合は (4.4)式による制約からX s
i は他のX t

i に干渉しないため，混合分布のエントロピーは

単純なエントロピーの和として分解できる．ゆえに，(4.7)式, (4.9)式から，最終的な自由

エネルギー ((2.14)式)は次のように表現できる．

FMF[α] =
∑
i

∑
s

αs
i (f

s
i −Bs

i ) +
∑

(i,j)∈E

∑
s,t

αs
iα

t
jf

st
ij +

∑
i

∑
s

αs
i lnα

s
i (4.11)

提案手法では (4.6)式の制約条件の下で (4.11)式の αs
i に関する固定点方程式を導出する．

これは従来手法における，
∑

s p
s
i = 1の制約条件の下での (4.1)式の psi に関する固定点方

程式と類似している．すなわち，提案手法と従来手法では αs
i ↔ psi , (f

s
i − Bs

i ) ↔ fi(x
s)

(f s
i ↔ fi(x

s)でない), f st
ij ↔ fij(x

s, xt)という類似性があり，従来手法の周辺分布，デー

タ項，平滑化項を上のルールに従って置換することで，提案手法と全く同じ式と制約条件

を得られる．ゆえに，(4.2)式より αs
i についての固定点方程式は次式となる．

αs
i ∝ exp

[
−

(
(f s

i −Bs
i ) +

∑
j∈Ni

∑
t

f st
ij α

t
j

)]
(4.12)

なお §2.4.3では，サイト iはすべて同一のラベル数を取るものと仮定していたが (Si = S)，

Siがそれぞれ異なる場合においても導出の流れは変わらないため，ここでは省略する．

提案手法における (4.12)式の反復方程式は，従来手法における (4.2)式の反復方程式と

類似している．基本的には αs
i ↔ psi , f

s
i ↔ fi(x

s), f st
ij ↔ fij(x

s, xt)のような類似性が存在

するが，唯一の違いはBs
i の有無である．もしサイト iの混合矩形分布 [h1i (xi), . . . , h

Si
i (xi)]
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の大きさが同一であれば，Bs
i はすべての sについて同一の値をとるため，(4.12)式より

提案手法の反復式はBs
i による影響を受けない．すなわち，混合矩形分布の大きさがすべ

て同じであれば，従来手法と提案手法の反復式は一致する2．以上から，Bs
i は変数空間X

の離散化の『非一様性』を補正するための，補正項としての役割をもつことが分かる．

4.2.2 新しい確率伝搬法アルゴリズムの導出

平均場近似と同様に，確率伝搬法に関しても新しい非一様に離散化された場合の反復方

程式を導出する．確率伝搬法は近似分布 P が (2.28)式という確率モデルの形を取るとし

た上で，元の分布Qに近づけるアルゴリズムであることを，われわれは §2.5を通して既

に述べた．

ここで，従来手法での離散化の過程について述べる．平均場近似と同様に，従来手法で

は各々の変数 xiがとる値を連続的なものではなく，S個の固定された値をとる，離散的

な変数と定義する．この定義の下では，確率伝搬法のベーテ自由エネルギー ((2.30)式)は

次の離散的な形を取る．

F [p] =
∑
i

∑
s

psifi(x
s) +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

pstijfij(x
s, xt)

−
∑
i

(zi − 1)
∑
s

psi ln p
s
i +

∑
(i,j)∈E

pstij ln p
st
ij (4.13)

ここで，pはすべての psi と pstij を含むベクトルである．また，piはサイト iの周辺分布，

pijはサイト iと jの結合確率分布を表すため，piおよび pijの制約条件は次の 3つの関係

を満たす． ∑
s

psi = 1 (4.14a)

∑
s,t

pstij = 1 (4.14b)

∑
s

pstij = ptj (4.14c)

2厳密には，fi(x
s)は xs における fi の値を表す一方で，fs

i は部分空間 X s
i における fi の期待値を表す

ため，両者の値は一致しない．しかし，離散的な周辺分布としてはほぼ同じ形の分布を取る．
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これらの制約条件の下で F [p]の停留点を求めることによって，次の離散的なメッセージ

の反復方程式を得る．

mt
ij ←

∑
s

ϕs
iψ

st
ij

∏
k∈Ni\j

ms
ki (4.15)

ここで，ϕs
i , ψ

st
ij は次式で定義される．

ϕs
i = exp[−fi(xs)] (4.16a)

ψst
ij = exp[−fij(xs, xt)] (4.16b)

次に，提案手法では pi(xi)と pij(xi, xj)を，次の混合矩形分布を用いて定義する．

pi(xi) =

Si∑
s=1

αs
ih

s
i (xi) (4.17a)

pij(xi, xj) =

Si∑
s=1

Sj∑
t=1

αst
ijh

s
i (xi)h

t
j(xj) (4.17b)

(4.17)式を
∫
pi(xi)dxi = 1,

∫∫
pij(xi, xj)dxidxj = 1,

∫
pij(xi, xj)dxi = pj(xj)の関係式に

それぞれ代入することで，次の 3つの関係式を得る．∑
s

αs
i = 1 (4.18a)

∑
s,t

αst
ij = 1 (4.18b)

∑
s

αst
ij = αt

j (4.18c)

これらの関係式は従来手法における，(4.14)式の関係と一致する．

次に，平均場近似と同様に，(4.17)式を用いてベーテ自由エネルギーを書き直す．(4.17)

式を (2.30)式に代入することで，ベーテ自由エネルギーの第一項 (分布 P における E(x)

の期待値)は次のように計算できる．

⟨E⟩P =
∑
i

∑
s

αs
i

∫
fi(xi)h

s
i (xi)dxi

+
∑

(i,j)∈E

∑
s,t

αst
ij

∫∫
fij(xi, xj)h

s
i (xi)h

t
j(xj)dxidxj

=
∑
i

∑
s

αs
if

s
i +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

αst
ijf

st
ij (4.19)
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同様の手順で，ベーテ自由エネルギーの第二項 (分布 P のエントロピー)を計算する．ま

ず，(4.9)式の議論から，piの負のエントロピーは次のように計算できる．∫
pi(xi) ln pi(xi)dxi =

∑
s

αs
i lnα

s
i −

∑
s

αs
iB

s
i (4.20)

pijについても同様の計算を行う．本来，混合分布の Shannonエントロピーを解析的に求

めることは困難であるが，X t
i ∩X t

i = ∅の制約から，pijのエントロピーは次の簡単な形に

書き直せる．

pij(xi, xj) ln pij(xi, xj)dxidxj

=
∑
s,t

αst
ij

∫∫
hsi (xi)h

t
j(xj) ln

(∑
s′,t′

αs′t′

ij h
s′

i (xi)h
t′

j (xj)

)
dxidxj

=
∑
s,t

αst
ij

∫∫
hsi (xi)h

t
j(xj) ln

(
αst
ijh

s
i (xi)h

t
j(xj)

)
dxidxj

=
∑
s,t

αst
ij lnα

st
ij −

∑
s,t

αst
ij(B

s
i +Bt

j) (4.21)

(4.20)式, (4.21)式から，ベーテ自由エネルギーの第二項は次式の形をとる．

S[α] =
∑
i

(zi − 1)
∑
s

αs
i lnα

s
i −

∑
i

(zi − 1)
∑
s

αs
iB

s
i

−
∑

(i,j)∈E

∑
s,t

αij
st lnα

ij
st +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

αst
ij(B

s
i +Bt

j) (4.22)

(4.19)式, (4.22)式から，ベーテ自由エネルギーは最終的に次式となる．

FBP[α] =
∑
i

∑
s

αs
i (f

s
i + (zi − 1)Bs

i ) +
∑

(i,j)∈E

∑
s,t

αst
ij(f

st
ij −Bs

i −Bt
j)

−
∑
i

(zi − 1)
∑
s

αs
i lnα

s
i +

∑
(i,j)∈E

∑
s,t

αst
ij lnα

st
ij (4.23)

提案手法では (4.18)式の制約条件の下で (4.23)式の停留点を求めるための反復方程式を

導出する．これは従来手法における，(4.14)式の制約条件の下での (4.13)式の自由エネル

ギーの固定点方程式と類似する．すなわち，提案手法と従来手法では αs
i ↔ psi , α

st
ij ↔ pstij ,

f s
i + (zi − 1)Bs

i ↔ fi(x
s), f st

ij − Bs
i − Bt

j ↔ fij(x
s, xt)という類似性があり，従来手法の

分布，データ項，平滑化項を上のルールに従って置換することで，提案手法と全く同じ式
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と制約条件を求められる．ゆえに，提案手法における離散的なメッセージの反復方程式は

(4.15)式より次式となる．

mt
ij ∝

∑
s

ϕs
iψ

st
ij

∏
k∈Ni\j

ms
ki

ここで，ϕs
i と ψst

ij はそれぞれ次式で定義される．

ϕs
i = exp [−(f s

i + (zi − 1)Bs
i )] (4.24a)

ψst
ij = exp

[
−(f st

ij −Bs
i −Bt

j)
]

(4.24b)

最後に，サイト iの周辺分布ならびにサイト i, jの周辺結合確率はそれぞれ次の形で表現

される．

αst
ij ∝ ψst

ijϕ
s
iϕ

t
j

∏
k∈Ni\j

ms
ki

∏
l∈Nj\i

mt
lj (4.25a)

αs
i ∝ ϕs

i

∏
k∈Ni

ms
ki (4.25b)

もしサイト iの混合矩形分布 [h1i (xi), . . . , h
Si
i (xi)]の大きさが同一であれば，Bs

i はすべて

の sについて同一の値をとるため，(4.25)式ならびに (4.24)式より提案手法の反復式は平

均場近似と同様にBs
i による影響を受けない．ゆえに，Bs

i は離散化の非一様性を補正する

ための，補正項の役割をはたす．

4.3 変数空間上での動的離散化の提案

4.3.1 非一様な離散化の有用性

新しい平均場近似と確率伝搬法の手法は，非一様に変数空間を離散化した場合でも，元

の連続的なエネルギー分布に近い周辺分布を正しく求められる．これによって，変数空間

の重要箇所は密に混合矩形分布を配置し，そうでない箇所は疎に配置することで，周辺分

布の推定精度を大きく低下させることなく計算速度を向上できる．変数空間が 2次元以上

の高次元空間である場合，この効果はより劇的なものとなる．なぜなら，平均場近似と確

率伝搬法の双方において，反復計算のコストは主にラベル数によって決定するからである

(変数空間がD次元で，1次元あたりのラベル数がLである場合，計算コストは双方とも

L2Dに比例する)．
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Fig. 4.1: 変数間の動的離散化．矩形の集合は真の周辺分布を近似する混合周辺分布を表

す．動的離散化の手法では，最も大きいウェイトを持つ矩形分布は複数の混合矩形分布に

よって分割される．

しかしながら，この議論だけではどのように変数空間を離散化すれば効率的な離散化が

行えるだろうという疑問に対しては，未だに明確な回答が得られていない．もし対象のマ

ルコフ確率場の問題に対して適当な事前知識 (例: 全体の変数空間の中で，この領域であ

れば恐らく周辺分布のピークが表れるだろうという事前知識) を持っているのであれば，

その区間に対し集中的に矩形分布を配置することで良好な離散化を行える．一方，ほとん

どの問題ではそのような事前知識が得られない．本節ではそのような場合でも，後述する

変数空間の動的離散化によって効果的な離散化を行う手法を新しく提案する．

4.3.2 疎から密へのブロック分割

MPM推定の精度をできる限り高めるのであれば，周辺分布が高くない箇所はさほど重

要でない一方，周辺分布のピーク位置付近は精度の良い分布を求める必要がある．これ

は，周辺分布の最大値付近を細かく離散化することで達成できる．

前もって周辺分布の密度が最大となる位置を知ることは一般的に不可能であるため，新

しい提案手法では動的に変数空間を離散化することで，ピーク位置を推定する．Fig. 4.1

に動的離散化の概要を示す．動的離散化でははじめに，少数の混合矩形分布を用いて変数

空間を疎に離散化する．この混合矩形分布は真の周辺分布を近似するための近似分布であ
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るため，非一様な平均場近似もしくは確率伝搬法を複数回反復させることで，(この混合

矩形分布の表現の下での)真の周辺分布に近い分布を求められる．次に，各々のサイト i

に対し，混合矩形分布のウェイト [α1
i , . . . , α

Si
i ]の中から最も高い値の αs

i を選ぶ．そして，

この αs
i を構成している矩形分布を複数の混合矩形分布に分割する．最後に，再度非一様

な平均場近似もしくは確率伝搬法を適用することで，分割後の混合矩形分布をさらに真の

分布へと近づける．これら 3つの手順を一定数繰り返すことで，ピーク位置を細かく離散
化した混合矩形分布を構成できる．

4.3.3 矩形分布の分割

Fig. 4.1のように，適当な混合矩形分布を複数の混合矩形分布に分割することで混合矩

形分布の構成は変化する．すなわち，分割時には平均場近似における αs
i，確率伝搬法に

おけるmt
ijをそれぞれ更新する必要がある．これらのパラメータの更新には，分割する前

と後で混合矩形分布の形を変化させないように更新することが望ましい．この原理を基に

すると，パラメータの分割手法は平均場近似と確率伝搬法でそれぞれ異なる．

平均場近似における具体的なパラメータの更新手順は下記の通りである．最もウェイト

が大きい矩形分布を，K個の矩形分布で分割する場合を考える．上の原理を基にすると，

新しい混合矩形分布のウェイトは元のウェイトをK分割することで与えられる．これに

よって，分割の前と後で対象の分布の形が変化しないことが保証される．例として，サイ

ト iにおける s番目の矩形分布を，2つの矩形分布に分割する場合を考える．この分割手

法によれば，分割前に [α1
i , . . . , α

s−1
i , αs

i , α
s+1
i , . . . , αSi

i ]というウェイトを表していた混合矩

形分布は，分割によって [α1
i , . . . , α

s−1
i , α2

i /2, α
s
i/2, α

s+1
i , . . . , αSi

i ]という，Si + 1個の混合

矩形分布で表現される．

確率伝搬法における具体的なパラメータの更新手順は下記の通りである．サイト iに

対しての混合矩形分布の分割を考える．周辺分布のウェイトを求めるため，まず i近傍の

メッセージ {ms
ki|k ∈ Ni}を利用して，(4.25)式に従って周辺分布のウェイトαs

i を求める．

次に，これらのウェイトの中で最も大きいウェイト αs
i を選び，上の手順に従って変数空

間を分割する．平均場近似の場合には，混合矩形分布のウェイト [α1
i , . . . , α

Si
i ]を分割する

ことで変数空間の分割を行うことができた．一方，確率伝搬法の場合には，k近傍のメッ

セージ [m1
ki, . . . ,m

Si
ki ]に対し，平均場近似と同様の方法で分割することで変数空間の分割

を行う．
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4.4 実験
本節では 2種類の実験を通して，提案手法の有効性を確認した．

4.4.1 非一様な離散化に対する影響の測定

変数空間を非一様に離散化した場合での従来手法と提案手法のふるまいを調べるため，

われわれは周辺分布の厳密解を求められる単純なガウシアンマルコフ確率場の問題を用

いて実験を行った [50]．具体的には，われわれは次のエネルギー分布に従う，5 × 5の 4

近傍MRFモデルを用いて実験を行った．

E(x) =
∑
i

x2i +
∑

(i,j)∈E

(xi − xj)2 (4.26)

明らかに，(4.26)式におけるすべてのサイトの周辺分布はガウシアン分布となり，その平

均は 0である．

このMRFモデルを用いて，われわれは変数空間を x = 0に関して非対称的に離散化し

た．以下に具体的な離散化の手順を示す．まず，離散化の際にわれわれは x ∈ [−2, 2]の

変数空間だけを考慮した．そして，負の領域 ([−2, 0])は 64個の区間に分けて離散化する

一方，正の領域 ([0, 2])は 16個の区間に分け，離散化を行った．すなわち，本来連続的な

MRFの問題を，合計 80個の離散ラベルに分割した．

さらに，われわれは従来手法での平均場近似，確率伝搬法のアルゴリズムと提案手法で

の平均場近似，確率伝搬法のアルゴリズムを上の離散的なMRFに対して適用した．Fig.

4.2と Fig. 4.3にこれらの結果を示す．これらの図はすべて，5× 5のMRFモデルにおける

左上のサイトの周辺分布を表している．また，従来手法での推定値は赤い点で表現する一

方，提案手法での推定値は青いヒストグラムで表現する．そして，周辺分布の厳密解は連

続的な赤のカーブで表現する．なお，従来手法における周辺分布は離散分布 ([p1i , . . . , p
S
i ])

として表現される．ゆえに，Fig. 4.2，Fig. 4.3では連続的な領域での密度と比較するため

に，従来手法の周辺分布を適当にスケール倍することで周辺分布の高さを調節している．

また，提案手法では周辺分布は混合矩形分布として表現されるため，Fig. 4.2，Fig. 4.3で

は同様の表現を用いて表現している．

Fig. 4.2，Fig. 4.3を見ても分かる通り，従来手法における平均場近似と確率伝搬法は両

者ともバイアスが含まれている．これは，従来手法でのMPM推定解が真の推定解 (x = 0)
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Fig. 4.2: 非一様な離散化を行った場合の，従来手法と提案手法の平均場近似アルゴリズム

の結果．赤い点は従来手法での平均場近似で推定した周辺分布を表す．青いヒストグラム

は提案手法での平均場近似で推定した周辺分布の密度関数を表す．連続的な赤の曲線は真

の周辺分布を表す．

から負の方向へそれていることを示している．これは非一様な離散化の影響による．MRF

において，対象の状態のエネルギーが低ければ低いほど，その結合確率密度の値は指数的

に上昇する．すなわち，密に離散化した負の領域は多くの低エネルギー状態を含むことに

なるため，結果として周辺分布はエネルギーが低い負の領域へそれてしまう．一方，提案

手法における平均場近似と確率伝搬法は両者とも，従来手法より正確な推定がなされてい

る．これは補正項であるBs
i の影響による．平均場近似の結果は少々バイアスが含まれて

いるものの，その精度は従来手法よりもはるかに良い．確率伝搬法では，その平均場近似

よりもさらに良好な推定結果が得られている．なお，Fig. 4.2，Fig. 4.3で推定された分散

の推定値は双方とも厳密解とは異なる値を示しているが，これはガウシアンマルコフ確率

場における平均場近似，確率伝搬法の理論的な限界によるものであり，非一様な離散化に

よるものではない．たとえ変数空間の離散化が対称的であったとしても，平均場近似，確

率伝搬法は両者とも周辺分布の分散の厳密な値を推定できない．

4.4.2 ステレオマッチング

われわれはステレオマッチングの問題を提案手法である動的離散化のアルゴリズムに適

用することで，その有効性を確認した．エネルギー関数の生成に，今回はMiddlebury MRF
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Fig. 4.3: 非一様な離散化を行った場合の，従来手法と提案手法の確率伝搬法アルゴリズム

の結果．凡例はすべて Fig. 4.2と同じである．

のライブラリ [54]を利用した．エネルギー関数を生成するためのパラメータは |L| = 128,

λ = 2, smoothmax = 20, truncated = 2とした．また，このようにして生成したエネル

ギー関数をそのまま利用した場合，確率分布は非常に鋭いピーク関数の形を取るため，今

回の実験の目的には不適であった．以上から，われわれはエネルギー分布関数に 1/10倍
した関数を使用することで，周辺分布の形がよりゆるやかになるよう調節した．

動的離散化の実験は以下の手順で行った．はじめに，8個の混合矩形分布を用いて，変

数空間を疎に離散化した．その際の矩形分布の大きさは，すべて同じとした．次に，非一

様な変数空間での平均場近似，確率伝搬法のアルゴリズムを適用した．その際の反復回

数はそれぞれ 100回とした．次に，最も大きいウェイトの矩形分布を抽出し，その矩形分

布を 2つの矩形分布に分割した．最後に，これらの手順を 8回繰り返した．なお，実装上

の理由から，最小の矩形分布の幅は 1と設定した．つまり，もし最も大きなウェイトであ

る矩形分布の幅が 1であれば，矩形分布の分割は二番目に大きい矩形分布に対して行う．

もしこの矩形分布の幅も 1であれば，矩形分布の分割は三番目に大きい矩形分布に対して

行う．

上の再帰的な矩形分布の分割によって，初めに各サイト毎に 8個であった矩形分布の数

は，最終的に 16個となる．Fig. 4.4と Fig. 4.5にデータセット Aloe (641× 555 px)を用い

た場合の，周辺分布の遷移を示す．なお，比較のために，従来手法での平均場近似，確率

伝搬法の結果についても同様に Fig. 4.4，Fig. 4.5に示す．この場合の離散化は等間隔に

16分割するものとし，反復回数は両者とも 1000回とした．
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Fig. 4.4: 動的離散化を用いた平均場近似アルゴリズムの Aloeに対する結果．上段: 視差画

像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分布の

グラフ．
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Fig. 4.5: 動的離散化を用いた確率伝搬法アルゴリズムの Aloeに対する結果．上段: 視差画

像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分布の

グラフ．

両者の結果とも，矩形分布の増加に従って，周辺分布の精度が次第に改善されていくこ

とが分かる．なお，下段の水平軸は変数区間の範囲 ([0, 128])を表す．すなわち，変数空間

を 8分割，16分割した場合の矩形分布の幅は，それぞれ 128/8 = 16, 128/16 = 8となる．

従来手法の，矩形の幅が固定された状態の周辺分布の結果と比較すると，動的離散化によ

る周辺分布の推定精度は非常に良好であることが分かる．これは，動的離散化の手法で推

定した結果の視差が，ラベル数の増加に従ってより滑らかに繋がっていることからも明ら

かである．さらに，Fig. 4.4，Fig. 4.5は提案手法の矩形分布の数が同じ場合 (S = 16)だけ

でなく，より少ない場合においても同様の結果を示している．これは，従来手法の離散化

ではラベル数の不足によって，不十分な視差の結果が得られていることに起因する．

その他のデータセットに対しても同様の実験を行った．選択した 3枚の画像 (Cloth1,
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Fig. 4.6: 実験で用いた 4つのデータセット: Aloe, Cloth1, Rocks1, Flowerpots．上段: 入力

画像の左側の画像．中段: 真の画像．下段: α-拡張アルゴリズムによって推定された視差

画像．

Rocks1, Fowerpots)は Aloeと同様に，すべてMiddlebury MRFのライブラリ [54]から取得

した．なお，パラメータはすべてAloeと同様の値を使用した．Fig. 4.6に (Aloeを含む)入

力画像と真の視差画像の値を示す．また，MAP推定で得られた結果と平均場近似，確率

伝搬法の結果を比較する目的で，α-拡張アルゴリズム [26]で得られた視差画像について

も Fig. 4.6に示す．

すべての結果を図 4.7-4.12に示す．これらの図はすべてAloeと同様の傾向を示した．具

体的には，すべてのデータセットとも矩形分布の増加に従って，周辺分布の精度が次第に

改善されている．また，提案手法の結果は従来手法と比較して，少ないラベル数でもより

良好な視差画像が得られている．これは同時に，周辺分布の推定が従来手法よりもよりよ

い精度で求められていることを意味する．
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Fig. 4.7: 動的離散化を用いた平均場近似アルゴリズムのCloth1に対する結果．上段: 視差

画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分布

のグラフ．
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Fig. 4.8: 動的離散化を用いた確率伝搬法アルゴリズムのCloth1に対する結果．上段: 視差

画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分布

のグラフ．

4.5 本章の結論
本章で，われわれは連続的なMRFの問題を離散的なMRFの問題に離散化するための

方法を新しく提案した．この定式化では，周辺分布は混合矩形分布によって表現される連

続的な分布となる．これによって，変数空間を非一様に離散化した場合での平均場近似と

確率伝搬法のアルゴリズムを新しく導出した．さらに，われわれは変数空間を疎から密に

離散化することで，変数空間を動的に離散化するための方法についても新しく提案した．

これによって，周辺分布のピーク位置を効率的に推定することが可能となった．複数の実

験を通して，これらの手法が実際の問題に対して効果的であることを確認した．
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Fig. 4.9: 動的離散化を用いた平均場近似アルゴリズムのRocks1に対する結果．上段: 視差

画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分布

のグラフ．
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Fig. 4.10: 動的離散化を用いた確率伝搬法アルゴリズムの Rocks1に対する結果．上段: 視

差画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺分

布のグラフ．
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Fig. 4.11: 動的離散化を用いた平均場近似アルゴリズムのFlowerpotsに対する結果．上段:

視差画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺

分布のグラフ．
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Fig. 4.12: 動的離散化を用いた確率伝搬法アルゴリズムのFlowerpotsに対する結果．上段:

視差画像．下段: (100, 100)の位置でのサイトにおける，混合矩形分布で近似された周辺

分布のグラフ．
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第5章 結論

本研究では，コンピュータビジョンの最適化手法として特に重要な位置を占めるマルコ

フ確率場と呼ばれる確率モデルに焦点を当て，その最適化手法について主に 2つの方向か

ら拡張を行った．

第 1章では，マルコフ確率場が多くのコンピュータビジョンの問題に対して用いられる

理由について 3つの点を指摘し，最適化手法の拡張がコンピュータビジョンの分野におい

て重要であることを説明した．

第 2章では，2つの研究に共通しているマルコフ確率場のモデルについてその詳細を説

明した．次に，主要なMPM推定の手法である平均場近似と確率伝搬法について触れ，両

者とも自由エネルギー最小の変分原理を基としていることについても説明し，実際に導出

を行った．

第 3章では，TAP方程式を用いた平均場近似の拡張手法について議論した．具体的に

は，平均場近似を拡張した TAP方程式が物性物理の分野で古くから用いられてるにもか

かわらず，コンピュータビジョンの分野では殆ど用いられていない点について指摘し，そ

の応用の有効性について説明した．次に，Plefka展開を用いた TAP方程式の導出方法に

ついて述べ，3次の次数までのTAP自由エネルギーを導出した．さらに，二値ならびに多

値の TAP方程式を導出した．多値の TAP方程式に関しては物性物理の分野で対応する問

題が存在しないため，新しく導出した．次に，平均場近似と TAP方程式をコンピュータ

ビジョンの分野で主に用いられる確率伝搬法と比較した場合，主に 3つの長所があること

を指摘した．最後に，インタラクティブセグメンテーションとステレオマッチングの 2つ

の実験を通して，TAP方程式のコンピュータビジョンに対する有効性を示した．

第 4章では，非一様に離散化された変数空間上でのマルコフ確率場の推定手法について

議論した．具体的には，従来は連続的なマルコフ確率場の問題を離散的なフレームワーク

で求める際に，エネルギー関数の離散化によって連続的なマルコフ確率場を離散的なもの

に変換した上で，平均場近似や確率伝搬法などの各種離散的な最適化を行なっていた．本

研究ではこの離散化の手法を拡張し，変数空間が非一様な場合においても正しく周辺分布
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を推定するための手法を新しく提案した．次に，この提案手法によって計算速度を保ちつ

つ精度の高い周辺分布を求めることが可能となる点について具体的に説明し，さらに非一

様な離散化を効率的に行うための動的離散化の手法についても新しく提案した．最後に複

数の実験を通して，本研究の提案手法が従来手法と比較して効果的であることを示した．

現在，多値ラベル分類問題に関しての TAP方程式は 2次に関してのみ導出されており，

3次以降に関しては導出されていない．ゆえに，3次以降の多値ラベル分類問題に関する
TAP方程式を導出し，それを実際のコンピュータビジョンの問題に対して応用すること
で，実際の精度がどのような程度であるか確認する必要がある．

また，非一様な変数空間における現状の動的離散化については，最も大きなウェイトを

取る矩形分布を分割していく戦略を取っているが，これが最良の周辺分布の推定に繋が

るかどうかは理論的に明らかでないため，厳密な考察を行う必要がある．加えて §2.3.3で

述べたように，MPM推定はMAP推定を含む．これは，MAP推定に関しても動的離散化

の手法を用いて効率的な推定を行える可能性があることに繋がるため，より多くのコン

ピュータビジョンの問題について動的離散化の手法を適用できる可能性がある．これにつ

いても今後の研究で明らかにしていく所存である．
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れば，博士課程へ進むことはなかったのではないかと思います．ありがとうございました．

嵯峨智助教授には，発表内容のご指摘やコンピュータの設定，車の運転など，研究室生活

の様々な面でお世話になりました．ありがとうございました．

田中・和泉研究室の田中和之教授には，専門的な立場からマルコフ確率場についての重要

な示唆を複数頂きました．厚く御礼申し上げます．また，同研究室の安田宗樹助教授には

お忙しい中お会いして頂き，専門で研究されている TAP方程式についていくつかの貴重

な助言を頂きました．ありがとうございました．

秘書の坂根明美さんには事務手続きだけでなく，様々な内容の話し相手にもなって頂きま

した．ありがとうございました．

同輩の阿部君，柳澤君，馬君には，研究を共にする学友として様々な面でお世話になりま

した．お陰様で楽しい研究室生活を送ることができました．ありがとうございました．

最後に，共に大学生活を進めるにあたってお世話になったすべての方々と，生活を支えて

頂いた家族へ，心から感謝申し上げます．
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